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摘 要:在经典力学教学中,链条运动问题是连续变形体动力学中的典型问题.对此类问题的课堂教学常见示

例进行了研究,指出理论分析与实际情况的不符之处,并运用力学原理进行分析,提出与事实更加接近的理论模型.
研究结论可作为新内容在力学课堂教学中进行介绍,使学生深入认识力学基本原理,提高运用力学原理解决实际问

题的能力.
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1 引言

在经典力学课程中,连续变形体和变质量系统

的动力学是一类典型的问题.这类问题对质点系动

量定理的运用来说是很好的例子,是力学教科书中

的常见基础示例[13].在此类问题中,柔软均质链条

在重力作用下下落问题是个常见示例.该例子对掌

握分析变质量系统的方法是非常有用的.在通常的

教学中,我们假设柔软链条下落的各个部分不存在

相互作用.然而,该假设存在一定问题.如图1所示,

线密度为λ、长为L 的柔软均质链条在重力作用下

下落.取触地点为坐标原点O,竖直向上建立y轴.
设链条未下落部分长度为y,地面对链条作用力为

f.对y轴正方向来说,整个系统的动量为

p=λyy
· (1)

常规分析方法以下落各部分不存在相互作用这

个假设为基础,认为下落部分为自由落体运动,下落

加速度即为重力加速度.则有y
··
= -g,以及y

·
=

- 2g(L-y).对系统应用动量定理得

f-λgL=dpdt=d
(λyy

·)
dt =

λ(yy
··
+y

·2)=λ -gy+2g(L-y[ ])=
λg(2L-3y) (2)

由此得

f=3λg(L-y)

图1 柔软均质链条在重力作用下自由下落

然而,一些现代实验表明,柔软链条的下落运动

规律与常规理论分析差异甚大[47].这些实验涵盖

了力学教学中所涉及变形物体运动的一些情形,包

括链条自由下落、链条沿桌面边缘下落、链条沿滑轮

下落等.图2展示了文献[4]用高速摄像拍摄到的链

条自由落体过程,测得下落加速度超过了重力加速

度.对此类现象,我们需在理论上进一步修正原有

的模型,以便更准确地描写其运动过程.

(a)所用链条及标尺
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(b)拍摄到的下落过程

图2 文献[4]的实验

2 问题分析

针对实验与常规理论分析结果不符的情况,我
们作出以下原因分析.首先,排除空气阻力因素.因
为实验测得下落加速度超过重力加速度g.若空气

阻力产生影响,将使下落加速度小于g.其次,考虑

链条中张力的影响.将链条竖直地提起,链条中可能

存在一定张力.下落可能造成张力释放并影响加速

度.链条的弹性模量k定义为

Γ=kΔLL
其中L为链条原长,ΔL为伸长量,Γ为张力.实验所

用链条接近刚性,k≈5.5×103N,质量线密度λ≈
15g/m.链条中机械波传播速度

c= k
λ ≈6×102m/s

故形变释放时,相互作用从链条一端传递到另一端

只需几 ms时间,远远小于链条下落时间.而且初始

伸长量ΔL=λgL2

2k.1m长的链条,其初始伸长仅约

13μm,并不足以造成可观的实验效应.第三种可能

的原因是链条落地点的弯曲.链条即将落地的部分,

由竖直下落变为平躺状态.此处运动状态的微妙改

变,可能影响下落加速度,详见以下分析.

3 新的理论模型

笔者建立的模型如图3所示.设线密度为λ、总
长为L的柔软链条横截面半径为r.触地处形成90°
弯曲.将弯曲部分近似为半径为R的圆弧,则弯曲开

始处到地面垂直距离为R+r.与图1相似,取下落

部分正对地面O点为坐标原点,竖直向上建立y轴.
设链条未下落部分长度为y.将地面对链条作用力

分为两部分,其中f1 为瞬时下落部分受到的冲击

力,f2=λg(L-y)为已落地部分(长度L-y)受到

的支持力.实际情况下r和R 很小.将R忽略不计,

系统相对于y轴正方向的总动量仍如式(1).按动量

定理得

f1+f2-λgL=f1-λgy=
dp
dt=λ(yy

··
+y

·2) (3)

即

f1=λ(gy+yy
··
+y

·2) (4)

在常规方法中,假设y
··
=-g,则有

y
·
=- 2g(L-y)

即可计算出f1.若不作此假设,则再需一个方程方

可求解.为考虑弯曲部分造成的影响,我们结合角动

量定理进行求解.

图3 一种新的下落链条模型

考虑系统绕O点的角动量.假设链条很细,横截

面半径r很小.正在竖直下落的部分,朝着O 点运

动.此部分对O 点的角动量可忽略.如图3所示,弯
曲部分上某点坐标为

x=R(1-cosθ)  y=r+R(1-sinθ)
弧元长度为Rdθ,下落速度为

v=-y
·

角度θ处的速度矢量为

v=(vsinθ,-vcosθ)
则弯曲部分的角动量大小表示为

L=∫
π
2

0
λRdθ·v(xcosθ+ysinθ)=

λRv 2-πæ

è
ç

ö

ø
÷

2 R+é

ë
êê

ù

û
úúr (5)

弯曲部分角动量的改变包括两部分.速度的增加使

角动量L增大.另一方面,链条上的质元运动到弯曲

部分末端时,速度骤降为零.dt时间内末端发生“猝
灭”的角动量大小为

—42—

2023年第6期 物理通报 大学物理教学



λvdt·vr=λv2rdt
故体系总角动量的变化率为

dL
dt=λRdvdt 2-πæ

è
ç

ö

ø
÷

2 R+é

ë
êê

ù

û
úúr -λv2r (6)

冲击力f1 造成体系角动量变化的力矩-f1R.支持

力f2 的力矩与地面支持力力矩相抵消.因

y
·
=-v  y

··
=-dvdt

按角动量定理有

f1R=λRy
··
2-πæ

è
ç

ö

ø
÷

2 R+é

ë
êê

ù

û
úúr +λy

·2r (7)

即

f1=λy
··
2-πæ

è
ç

ö

ø
÷

2 R+é

ë
êê

ù

û
úúr +λr

Ry
·2 (8)

需要指出的是,系统质元速度在弯曲部分末端

突然降为零.系统水平方向动量减少,必然受到水平

向左的外力f3.该力应由桌面提供,其作用线位于

链条与桌面接触处,对O 点的力矩为零.式(8)结合

动量定理得到的式(4),有

 gy+yy
··
+y

·2=y
··
2-πæ

è
ç

ö

ø
÷

2 R+é

ë
êê

ù

û
úúr +r

Ry
·2  (9)

考虑到在大多数时间内y≫R,y≫r,略去

2-πæ

è
ç

ö

ø
÷

2 R+r项则有

yy
··
+ 1-ræ

è
ç

ö

ø
÷

R y
·2+gy=0 (10)

式(10)为系统的运动方程.在链条非常柔软、半径

非常小的理想情况下,1-r
R =0.方程变为y

··
=-g,

即常规理论模型的解.实际情况下,由于链条弯曲部

分总存在一定的半径R,1-r
R

项往往不能近似为

零,常规解不成立.对此,我们作出以下数值模拟.

4 数值模拟

为了更好地求解式(10),首先对其进行无量纲

化处理.设

T= 2L
g
  Y=y

L  τ=t
T

式(10)可化为

Yd
2Y
dt2 + 1-ræ

è
ç

ö

ø
÷

R
dY
d

æ

è
ç

ö

ø
÷

t
2

+2Y=0 (11)

为了进行数值计算,将式(11)转化为一阶常微分方

程组.令Z=dYdτ
,得

dY
dτ=Z

dZ
dτ=- 1-ræ

è
ç

ö

ø
÷

R
Z2

Y -2
(12)

链条未下落长度为y=LY,下落速度为

v= - gL
2Z

下落加速度为

a= -g
2
dZ
dτ

取初值Y =1,Z=0,式(12)采用四阶 五阶自适应

步长Runge Kutta方法求解.下落过程中地面受

力为

f=f1+f2=

λ(gL+yy
··
+y

·2)=λ r
Ry

·2+g(L-yé

ë
êê

ù

û
úú)=

λgL 1-Y+ r
2RZ

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 (13)

为了检验模型的可靠性,我们首先对r
R =0的

情况进行数值模拟.所得结果等同于常规模型的结

论,如图4所示.

  图4 r
R =0的数值模拟结果
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图4(a)表示r
R =0时下落过程的Y 随τ变化

曲线.该 过 程 为 理 想 自 由 落 体,Y τ 曲 线 为 抛

物线.
从图4(b)的Z τ曲线可以看到,下落过程为匀

加速运动,加速度为a= -g
2
dZ
dτ=-g,即重力加

速度.
图4(c)给出地面受力f与Y 的关系.可以看出

符合常规模型的f=3λg(L-y)结果.
以上结果表明,对理想的柔软、横截面半径非常

小的链条,新模型能够给出与常规模型相同的结果.

接下来,我们用新模型对非理想情况,即0<1-r
R <1

情况进行研究.图5给出了r
R =0.5时的结果,其中图

5(a)、(b)、(c)3幅图内容与图4一一对应.

图5 r
R =0.5的数值模拟结果

通过比较可以看到,图5(a)所示的下落过程Y

随τ 变化曲线近似为抛物线,但下落时间比r
R =0

时更短.从图5(b)可看出,前期下落过程近似为匀

加速运动.到过程后期,加速度增大.τ=0~0.2
时,a≈-g;τ=0.2~0.5时,加速度a由-g逐渐

增大到-2.9g;τ>0.5时,加速度变得更大.以上

结果印证了实验现象.

图6总结了不同r
R

时的下落总时间.在各种不

同的r
R

情况下,下落时间均比自由落体时间更短.

对极细的链条(r→0),下落时间约为0.75T.即使

对细链条,其触地部分的弯曲仍造成影响.

r
R

图6 下落总时间随r
R

的关系

5 模型的不足之处

在常规模型中,当链条完全落地(即Y=0瞬间)

时,f=3λgL.图5(c)给出了r
R=0.5时的地面受力f

与未下落部分长度的关系.可以看到,当Y →0时,f
显著地超过3λgL.文献[4]的实验也观测到了类似现

象,在链条下落后期,其表观重量明显增大.然而,我
们的模型存在一点不足之处.当Y <0.2时,所给出

的f很大.Y→0时f趋于 ∞.这是不符合实际情况

的.本模型仍有待在今后的研究中进一步修正.

6 结束语

传统教学中某些惯用的理想模型或假设,其描

述未必接近实际情况.本文以力学中的链条问题为

例,通过研究指出常用模型中的假设与实际情况不

符之处,并提出更符合事实的模型.本研究可在课堂

教学中进行介绍,使学生深提高运用力学原理解决

实际问题的能力.
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