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对经典力学中的轨道角动量和自转角动量的探讨
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摘要：角动量是力学中的重要概念 ．本文建立了经典力学中质点系的轨道角动量和自转角动量的概念，使经典力学的理论

体系更加完备，并通过几个例子阐述其应用意义 ．在经典力学中引入轨道角动量和自转角动量的概念，能够使学生加深对角动

量的理解 ．
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　 　 通常在量子力学教科书中对自旋角动量的规范
的说法是：自旋角动量是量子力学中的一个新的自

由度，没有经典对应
［１６］． 把自旋归结为经典的转动

是不合适的 ．实际上，经典力学中存在轨道角动量和
自转角动量的概念 ． 对具有几何形状的物体的空间
运动，轨道角动量指的是其质心运动的角动量，自转

角动量指的是其绕自身质心旋转的角动量 ．我们有
必要在经典力学中建立两种角动量的严格理论，并

对一些实际的体系进行研究 ．本文试图阐述经典力
学中的轨道角动量和自转角动量的严格理论框架，

并通过一些例子总结出完善的经典力学角动量

理论 ．

１　 经典力学中的轨道角动量和自转角动量

在力学中，先对单个质点的角动量进行定义，而

后给出质点系的总角动量 ．在惯性系中，质点系相对
于坐标原点 Ｏ 的总角动量为

Ｌ ＝
ｉ
ｒ ｉ×ｍｉｖ ｉ （１）

其中 ｍｉ、ｒ ｉ、ｖ ｉ 分别为第 ｉ 个质点的质量、位置、速
度 ．将各个质点的角动量相对于系统的质心进行分
解（图 １）．设质心的位置和速度分别为 ｒＣ、ｖＣ，将第 ｉ
个质点的位置和速度分解为 ｒ ｉ ＝ ｒＣ ＋ｒ′ ｉ、ｖ ｉ ＝ ｖＣ ＋ｖ′ｉ，
则系统的总角动量分解为

Ｌ ＝
ｉ
（ｒＣ ＋ｒ′ｉ）×ｍｉ（ｖＣ ＋ｖ′ｉ）＝ ｒＣ ×ＭｖＣ ＋


ｉ
ｍｉ ｒ′ｉC o ×ｖＣ ＋ｒＣ ×

ｉ
ｍｉｖ′ｉ＋

ｉ
ｒ′ｉ×ｍｉｖ′ｉ （２）

这里 Ｍ ＝
ｉ
ｍｉ 为系统的总质量 ． 对其中的第 ２

项，由于系统的质心在自身质心参考系中的位置应

为零，即
ｉ
ｍｉ ｒ′ｉ ／ Ｍ ＝ ０，也就是

ｉ
ｍｉ ｒ′ｉ ＝ ０． 对第 ３

项，由于系统质心在质心系中的速度 
ｉ
ｍｉｖ′ｉ ／

Ｍ ＝ ０，则有
ｉ
ｍｉｖ′ｉ ＝ ０． 综上所述，式（２）简化为

Ｌ ＝ ｒＣ ×ＭｖＣ＋
ｉ
ｒ′ｉ×ｍｉｖ′ｉ （３）

其中第 １ 项表示系统质心绕坐标原点运动的角
动量，称作轨道角动量 ． 第 ２ 项为系统内各个质点
相对于质心的角动量之和，与系统绕其质心的运动

有关，称为自转角动量 ． 该式对惯性系中任意质点
系的运动成立，可应用于刚体力学 ．该式给出了与量
子力学中角动量类似的形式，将总角动量分解为轨

道角动量与自转角动量的和 ．

图 １　 质点的位置和速度相对于质心坐标系的分解
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２　 总角动量分解的应用意义

对刚体的一般运动，通过将体系的运动分解为

质心的平动和绕质心的转动两部分进行分析 ．设第 ｉ
个质点受到的合外力为 Ｆ ｉ，按质心运动定理有


ｉ
Ｆ ｉ ＝Ｍ

ｄｖＣ
ｄｔ

（４）

对系统绕质心的转动，按质心系角动量定理有


ｉ
ｒ′ｉ×Ｆ ｉ ＝

ｄ 
ｉ
ｒ′ｉ×ｍｉｖ′ｉC o
ｄｔ

（５）

对于刚体，将式（５）中的绕质心角动量用转动
惯量张量和角速度矢量表达之后，这两个式子构成

可完备求解的方程组 ．对系统的总角动量式（３）运用
角动量定理则有


ｉ
ｒ ｉ×Ｆ ｉ ＝

ｄＬ
ｄｔ
＝ ｒＣ ×Ｍ

ｄｖＣ
ｄｔ
＋
ｄｒＣ
ｄｔ
×ＭｖＣ ＋


ｉ

ｄｒ′ｉ
ｄｔ
×ｍｉｖ′ｉ＋

ｉ
ｒ′ｉ×ｍｉ

ｄｖ′ｉ
ｄｔ
＝

ｒＣ ×Ｍ
ｄｖＣ
ｄｔ
＋

ｉ
ｒ′ｉ×ｍｉ

ｄｖ′ｉ
ｄｔ

（６）

相比之下，式（６）实际上是式（４）和（５）的综合 ．式

（６）左边可看作
ｉ
ｒＣ×Ｆ ｉ＋

ｉ
ｒ′ｉ×Ｆ ｉ ．将式（４）两边

左乘 ｒＣ 再与式（５）相加即得式（６）．以上推导表明，
质点系总角动量的演化方程在动力学求解中并未提

供新的条件，但这并不意味着质点系的总角动量概

念没有用处 ．在对某些物理问题进行分析时，根据轨
道角动量和自转角动量的物理概念可对问题进行进

一步的探讨，加深对问题物理本质的认识 ．以下列举
数例 ．

３　 轨道角动量和自转角动量在力学问题中
的应用

３．１　 重对称陀螺的运动
下面利用轨道角动量和自转角动量的概念，建

立对重对称陀螺运动的一种描述方法 ．如图 ２ 所示，
质量为 ｍ，Ｏ 点与地面相接触的重对称陀螺 ．Ｃ 为其
质心 ．以 Ｏ 点为坐标原点，质心位置为 ｒＣ ．陀螺以角
速度 ω 绕其对称轴自转，自转轴与 ｚ 轴夹角为 θ．陀
螺绕 ｚ 轴进动的角速度为 Ω．

为了描述角动量，在陀螺质心 Ｃ 上建立 χ－ζ 坐
标系（图 ２）．其中 ζ 沿陀螺对称轴方向 ．陀螺质心 Ｃ
绕 Ｏ 点的轨道角动量为

Ｌ ｏ ＝ｍｒ
２
ＣΩｓｉｎ θｅ χ （７）

图 ２　 重对称陀螺

陀螺的自转为两种转动的合成，其一是自身以角速

度 ω 绕 ζ 轴的旋转，其二是进动引起的以角速度 Ω
绕 ｚ 轴的旋转 ．由于对称性，χ、ζ 轴为陀螺的惯性主
轴 ．陀螺的自转角动量为

Ｌ ｓ ＝ Ｉζ（ω＋Ωｃｏｓ θ）ｅ ζ＋ＩχΩｓｉｎ θｅ χ （８）
总角动量 Ｌ ＝Ｌ ｏ＋Ｌ ｓ 的水平分量（沿 ｘ 轴）为

Ｌｘ ＝ Ｉζ（ω＋Ωｃｏｓ θ）ｓｉｎ θ－

（ｍｒ２Ｃ ＋Ｉχ）Ωｓｉｎ θｃｏｓ θ （９）
重力对 Ｏ 点力矩为 ｍｇｒＣ ｓｉｎ θ．若陀螺处在稳定的
（无 章 动 ）进 动 状 态，则 根 据 角 动 量 定 理

ｍｇｒＣ ｓｉｎ θ ＝ΩＬｘ 得

Ω（Ｉζω＋（Ｉζ－Ｉχ－ｍｒ
２
Ｃ）Ωｃｏｓ θ）＝ ｍｇｒＣ （１０）

式（１０）的解为无章动进动 Ω 所需满足的条件 ．若 Ω
小于该方程的解，则陀螺自转轴向下运动以补偿不

足的角动量变化率 ｄＬ ／ ｄｔ，同时 Ｌｘ增大 ． Ｌｘ增大到一
定程度以后将遏制陀螺自转轴的向下运动，并反过

来朝上运动 ． 此过程反复，形成章动 ．
通过重对称陀螺模型，可使学生深入理解经典

力学中的轨道角动量与自转角动量概念 ．在日后学
习量子力学时，学生将经典力学的自转角动量和量

子力学中的自旋角动量概念相互比较，认识其异

同 ．在经典力学中建立轨道角动量与自转角动量概
念，使其理论构架更加完善，并使学生对角动量建立

全面的认识 ．
３．２　 两个边缘相接触的转盘

如图 ３ 所示，将两个正在旋转的、半径分别为 Ｒ
和 ｒ 旋转的转盘边缘相互接触，二者发生摩擦，在经
过一段时间后达到稳定运动状态 ．设二者均为均质
圆盘，质量分别为 Ｍ 和 ｍ，初始角速度为 Ω０和 ω０，
不计两个轮轴的摩擦，计算达到稳定运动状态后二

者的角速度 ．
在通常的大学物理教学中会强调，角动量守恒

必须对同一个参考点（或同一个转轴）使用 ．针对此
例往往对学生强调，两个转盘的转轴不是同一个转
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图 ３　 两个边缘相互接触的转盘

轴，不能对此系统使用“角动量守恒”．也就是说，设
一段过程中两个转盘角速度的改变为 ΔΩ 和 Δω，不

可以写出
１
２
ＭＲ２ΔΩ－

１
２
ｍｒ２Δω ＝ ０．我们通常用摩擦

力的冲量矩来计算这个问题 ．在一小段时间内，摩擦

力对两个转盘的冲量矩为 － ｆＲｄｔ ＝
１
２
ＭＲ２ ｄΩ 和

ｆｒｄｔ ＝
１
２
ｍｒ２ ｄω．故可得

∫ ｆｄｔ ＝ － １２ ＭＲΔΩ ＝
１
２
ｍｒΔω （１１）

于是有 Δω ＝ －
ＭＲ
ｍｒ
ΔΩ．当两个转盘边缘线速度相同，

即 Ｒ（Ω０ ＋ΔΩ）＝ ｒ（ω０ ＋Δω）时，摩擦力消失，体系达
到稳定运动状态 ．可计算出稳定状态下的角速度为

Ω ＝Ω０ ＋ΔΩ ＝

ｒ
Ｒ
ω０ ＋
Ｍ
ｍ
Ω０

１＋
Ｍ
ｍ

ω ＝ω０ ＋Δω ＝
ω０ ＋
ＭＲ
ｍｒ
Ω０

１＋
ＭＲ
ｍｒ

















（１２）

实际上，角动量定理是力学中的普适规律 ．对该
体系，我们考虑用角动量定理进行描述 ．以第一个转
盘的圆心为参考点，第 １ 个转盘的角动量为 Ｌ１ ＝
１
２
ＭＲ２Ω．由于第 ２ 个圆盘的质心不在参考点上，第 ２

个圆盘的角动量可分解为轨道角动量和自转角动量

两部分 ．又由于第 ２ 个圆盘质心静止，故只有自转角

动量，即 Ｌ２ ＝ －
１
２
ｍｒ２ω．这里我们看到，两个圆盘的角

动量是可以写成这样简洁的形式的 ．虽然不可以写
成前面说的“角动量守恒”，但我们可以用角动量定

理表述其运动规律 ．两个圆盘的质心要保持静止，它
们各自的转轴会对其产生相应的力以抵抗所受到的

摩擦力（图 ３）．相对第 １ 个转盘的质心，体系受到的

合外力矩为 Ｍ ＝ －ｆ（Ｒ＋ｒ）．体系的角动量定理写作

－ｆ（Ｒ＋ｒ）ｄｔ ＝
１
２
ＭＲ２ ｄΩ－

１
２
ｍｒ２ ｄω （１３）

可根据式（１１）验证式（１３）成立 ．虽然式（１３）不足以
用来求解体系运动过程，但通过以上讨论可加深对

力学中角动量原理的理解 ．
３．３　 平行轴定理

刚体转动惯量的平行轴定理也是与总角动量分

解相关联的一个例子 ．如图 ４ 所示，一个质量为 ｍ、
绕 Ｏ 轴旋转角速度为 ω 的刚体，设 Ｃ 为其质心、ＯＣ
两轴距离为 ｄ，则刚体绕 Ｏ 轴的总角动量可分解为

Ｌ ＝ｍωｄ２ ＋ＩＣω （１４）
其中第 １ 项为质心绕 Ｏ 轴的轨道角动量，第 ２ 项为
刚体绕其质心的自转角动量，ＩＣ为绕 Ｃ 轴的转动惯
量 ．设 Ｌ ＝ Ｉω，则可得刚体绕 Ｏ 轴的转动惯量为

Ｉ ＝ ＩＣ ＋ｍｄ
２

（１５）
即平行轴定理 ．由此可看到，总角动量的分解自然地
与平行轴定理相自洽 ．

图 ４　 绕 Ｏ 轴旋转的刚体，Ｃ 为其质心

４　 结论

轨道角动量和自转角动量的概念可从经典力学

中得到 ．事实上，在人们建立量子力学自转概念的过
程中，借助了经典的自转角动量概念 ．角动量作为力
学中的重要概念，有必要对其进行深入的理论阐

述 ．本文建立了经典力学中质点系的轨道角动量和
自转角动量的概念，使经典力学的理论体系更加

完备 ．
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