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稀疏图的 ｋ森林染色
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摘要：对于任意整数ｋ≥２，证明了最大度至少为５ｋ－１且最大平均度小于３－ ３
Δ（Ｇ）－ｋ＋２

的图Ｇ的ｋ森林染色数

为「Δ（Ｇ）ｋ ?＋１。
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ｄｅｇｒｅｅｏｆａｔｌｅａｓｔ５ｋ－１ａｎｄｍａｘｉｍｕｍａｖｅｒａｇｅｄｅｇｒｅｅｌｅｓｓｔｈａｎ３－ ３
Δ（Ｇ）－ｋ＋２

ｉｓａｃｃｕｒａｔｅｌｙ「Δ（Ｇ）ｋ ?＋１．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｓｐａｒｓｅｇｒａｐｈｓ；ｋｆｏｒｅｓｔｅｄｃｏｌｏｒｉｎｇ；ｍａｘｉｍｕｍａｖｅｒａｇｅｄｅｇｒｅｅ

　　本文仅考虑简单的有限无向图。设Ｇ是一个图，分别用Ｖ（Ｇ），Ｅ（Ｇ），Δ（Ｇ），δ（Ｇ）来表示它的点集合，
边集合，最大度和最小度。图Ｇ的最大平均度定义为ｍａｄ（Ｇ）＝ｍａｘＨＧ｛２｜Ｅ（Ｈ）｜／｜Ｖ（Ｈ）｜｝。

图Ｇ的一个无圈正常染色，是指它的一个不含双色圈的正常染色。这个概念是由Ｇｒ̈ｕｎｂａｕｍ在文献［１］
中提出的。在文献［２］中，Ｈｉｎｄ等提出了ｋ节约染色的概念：图Ｇ的 一个正常点染色称为是ｋ节约的，如果
对于Ｇ中的每个顶点ｖ其邻点集所使用的颜色中每种颜色最多被使用了ｋ次。Ｙｕｓｔｅｒ在文献［３］中将无圈
染色与２节约染色这两个概念结合起来，定义了图的线性染色。２００８年，Ｅｓｐｅｒｅｔ等在文献［４］中扩展了
Ｙｕｓｔｅｒ的定义，将无圈ｋ节约染色称为ｋ森林染色。如果图的一个ｋ森林染色ｃ使用了ｍ种颜色，则称ｃ为
Ｇ的ｋ森林ｍ染色，并称Ｇ是ｋ森林ｍ可染的。对于一个图Ｇ，称使得Ｇ是ｋ森林ｍ可染的最小整数ｍ为

Ｇ的ｋ森林色数，记为χａｋ（Ｇ）。根据定义，显然有χ
ａ
ｋ（Ｇ）≥「Δ（Ｇ）ｋ ?＋１。然而，Ｅｓｐｅｒｅｔ等在文献［４］中并没

有研究ｋ≥３的情况。最近，文献［５６］首次考虑了对于 ｋ≥３的 ｋ森林染色，证明了对于满足 Δ（Ｇ）≥３，

ｍａｄ（Ｇ）＜１２５的图Ｇ，有χ
ａ
ｋ（Ｇ）＝「Δ（Ｇ）ｋ ?＋１。本文将证明，对每个ｋ≥２，如果给定的图Ｇ的最大度充分

大，则在保持上述结论不变的前提下，最大平均度的上界可以任意地接近常数３。
如果一个图Ｇ的任何真子图都是ｋ森林ｔ可染的，但是Ｇ本身不是ｋ森林ｔ可染的，则称Ｇ为ｋ森林ｔ

临界图。关于临界图，有如下引理：
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　　引理 １　设Ｇ是一个ｋ森林ｔ临界图，其中ｋ≥２。若Ｇ含有一个２度点 ｖ，其邻点分别为 ａ与 ｂ，并且
ｄ（ａ）≤ｄ（ｂ），则ｄ（ｂ）≥ｋ（ｔ－ｄ（ａ））＋１。

证明　利用反证法。假设ｄ（ｂ）＜ｋ（ｔ－ｄ（ａ））＋１。由Ｇ的临界性知Ｇ′＝Ｇ－ｖ有一个ｋ森林ｔ染色ｃ。
如果ｃ（ａ）＝ｃ（ｂ），令Ｓ为ａ在Ｇ′中所有邻点所使用的颜色集合以及ｂ在Ｇ′中所有邻点所使用的颜色中恰
好被使用过ｋ次的颜色集合的并。现对 ｖ进行染色，使得其颜色不属于 Ｓ∪ｃ（ａ）。由于｜Ｓ｜≤ｄ（ａ）－１＋

?ｄ（ｂ）－１ｋ 」＜ｄ（ａ）－１＋ｋ（ｔ－ｄ（ａ））＋１－１ｋ ＝ｔ－１。故此染色可行并容易检验扩展后的染色是Ｇ的一个ｋ

森林ｔ染色，矛盾。如果 ｃ（ａ）≠ｃ（ｂ），则可类似地加以讨论，略。

定理 １　设Ｇ是一个图。如果ｋ≥２，Δ（Ｇ）≥５ｋ－１且ｍａｄ（Ｇ）＜３－ ３
Δ（Ｇ）－ｋ＋２

，则

χａｋ（Ｇ）＝「Δ（Ｇ）ｋ ?＋１。

证明　令ｔ＝「Δ（Ｇ）ｋ ?＋１，ε＝ ３
Δ（Ｇ）－ｋ＋２

。假设Ｇ是一个满足定理条件的极小反例。则Ｇ是一个ｋ

森林ｔ临界图。并且容易证明δ（Ｇ）≥２。对于 任意ｖ∈Ｖ（Ｇ），定义ｖ的初始权ｗ（ｖ）为其度数ｄ（ｖ）。下面
采用权转移方法，定义转移规则如下：

Ｇ中的每个ｄ度点（ｄ≥３）向其相邻的每个２度点转移权值ｆ（ｄ）＝１－３－εｄ 。

记转移后点ｖ的权值为ｗ′（ｖ）。由于权只是在各顶点内部进行转移，从而权的加和保持不变。下面将证明对
于任意ｖ∈Ｖ（Ｇ）都有ｗ′（ｖ）≥３－ε。从而对于任意ＨＧ都有 ∑

ｖ∈Ｖ（Ｈ）
ｗ（ｖ）＝ ∑

ｖ∈Ｖ（Ｈ）
ｗ′（ｖ）≥（３－ε）｜Ｖ（Ｈ）｜。

继而推得ｍａｄ（Ｇ）≥３－ε，矛盾。
任取ｖ∈Ｖ（Ｇ），若 ｄ（ｖ）≥３，则其最多与 ｄ（ｖ）个２度点相邻，于是根据转移规则有 ｗ′（ｖ）≥ｄ（ｖ）－

ｄ（ｖ）·ｄ（ｖ）－（３－ε）ｄ（ｖ） ＝３－ε。下仅需证明对于每个２度点ｖ也有ｗ′（ｖ）≥３－ε。设 ｖ的两个邻点分别为

ｕ和ｗ。不妨设ｄ（ｕ）≤ｄ（ｗ）。令ｄ＝ｄ（ｕ），ｄ′＝ｋ（ｔ－ｄ）＋１。则由引理１知ｄ（ｗ）≥ｄ′。下面分三种情况
讨论。

情况 １　ｋｔ＋１ｋ＋１≥ｄ≥３。

在此情况下，容易验证ｄ′≥ｄ。根据转移规则，有ｗ′（ｖ）＝２＋ｆ（ｄ（ｕ））＋ｆ（ｄ（ｗ））≥２＋ｆ（ｄ）＋ｆ（ｄ′）＝

４－ｄ＋ｄ′ｄｄ′（３－ε）。注意到４－
ｄ＋ｄ′
ｄｄ′（３－ε）≥３－ε等价于ｇ（ｄ）＝（１＋ε）ｄｄ′＋（ε－３）（ｄ＋ｄ′）≥０。根据ｄ′

的定义易知ｇ（ｄ）是一个关于ｄ的一个二次多项式且 ｄ２的系数为负。由于３≤ｄ≤ｄ′，因此要证明对于所有

满足条件的ｄ有ｇ（ｄ）≥０只需要证明ｇ（３）≥０与ｇｋｔ＋１ｋ( )＋１≥０。由于ｔ≥
Δ（Ｇ）
ｋ ＋１，故以上等价于证明如下

两个不等式：

ε≥ ９
４Δ（Ｇ）－８ｋ＋７

， （１）

ε≥５ｋ＋５－Δ（Ｇ）３ｋ＋３＋Δ（Ｇ）
。 （２）

容易验证，当 Δ（Ｇ）≥５ｋ－１时，ε＝ ３
Δ（Ｇ）－ｋ＋２≥

ｍａｘ ９
４Δ（Ｇ）－８ｋ＋７

，
５ｋ＋５－Δ（Ｇ）
３ｋ＋３＋Δ（Ｇ{ }）恒成立。因此（１）

与（２）成立。

情况 ２　ｄ≥ｋｔ＋１ｋ＋１。

在此情况下，有ｄ（ｗ）≥ｄ（ｕ）＝ｄ≥ｋｔ＋１ｋ＋１。根据转移规则，依然有ｗ′（ｖ）＝２＋ｆ（ｄ（ｕ））＋ｆ（ｄ（ｗ））≥２＋

２ｆｋｔ＋１ｋ( )＋１。由于证明ｗ′（ｖ）≥３－ε等价于证明
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ε≥６ｋ＋５－ｋｔ２ｋ＋３＋ｋｔ， （３）

且注意到ｔ≥Δ（Ｇ）ｋ ＋１，因此由（２）成立可推得（３）必定成立。

情况 ３　ｄ＝２。
在此情况下必有ｄ′≥Δ（Ｇ）－ｋ＋１≥３，从而根据转移规则有 ｗ′（ｖ）＝２＋ｆ（ｄ（ｗ））≥２＋ｆ（Δ（Ｇ）－ｋ＋

１）＝３－ ３－ε
Δ（Ｇ）－ｋ＋１

。由于Δ（Ｇ）－ｋ＋１＝３－εε
，因此必有ｗ′（ｖ）≥３－ε。从而定理得证。

根据定理１，很自然地有推论成立。
推论 １　给定一个整数ｋ≥２与一个图Ｇ，则对任意的 ε＞０都存在一个正整数 Δ０，使得当 Δ（Ｇ）≥Δ０，

ｍａｄ（Ｇ）＜３－ε时，有

χａｋ（Ｇ）＝「Δ（Ｇ）ｋ ?＋１。

由于围长为ｇ（Ｇ）的平面图Ｇ满足条件ｍａｄ（Ｇ）≤ ２ｇ（Ｇ）ｇ（Ｇ）－２，因此由定理１还可得另一推论：

推论 ２　 给定一个整数 ｋ≥２与一个围长 ｇ（Ｇ）＝ｇ≥７的平面图 Ｇ，如果 Δ（Ｇ）≥

ｍａｘ５ｋ－１，ｋ＋ｇ＋６ｇ{ }－６，则

χａｋ（Ｇ）＝「Δ（Ｇ）ｋ ?＋１。
注　对于一个图Ｇ，如果赋给其每个点ｖ一个长度为ｍ的颜色列表 Ｌ（ｖ），且 Ｇ存在一个 ｋ森林染色 ｃ

使得对于Ｇ中每一个点ｖ有ｃ（ｖ）∈Ｌ（ｖ），则称Ｇ是ｋ森林ｍ可选的。使得Ｇ是ｋ森林ｍ可选的最小整数
ｍ称为Ｇ的ｋ森林选择数，记为χｃｋ（Ｇ）。由于在以上引理、定理与推论的证明过程中并没有采用重新染色的
技巧，因此上述各结论均可以推广到图Ｇ的ｋ森林选择性上。即保持其他条件不变，将定理１、推论１与推
论２中的χａｋ（Ｇ）改为χ

ｃ
ｋ（Ｇ）时，结论依然成立。
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