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摘要:本文研究了预设时间下的分布式优化和纳什均衡点求解问题.假设每个智能体只能通过局部的信息更

新自身的状态,设计了一类预设时间下的分布式协议.该协议可以在任意预设的时间内实现收敛,并且不需要依赖

智能体的初始状态和系统参数. 当目标函数是强凸函数时,通过选取一个适当的Lyapunov函数,利用代数图论和凸

分析理论等工具严格的证明了多智能体系统在预设时间下能够收敛到优化问题的最优解和非合作博弈问题的纳什

均衡点. 最后,通过仿真算例进一步验证了论文所设计协议的有效性.
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Abstract: In this paper, prescribed-time distributed optimization and Nash equilibrium seeking problems are investi-

gated. Assuming that each agent can only have access to its local information, we design a distributed protocol within the

prescribed-time. The protocol can achieve convergence in any prescribed-time, which renders the convergence time fully

independent of the initial condition and any other parameters. When the objective function is strongly convex, selecting

an appropriate Lyapunov function, by utilizing algebraic graph theory and convex analysis theory strictly proves that the

multi-agent can convergence the optimal solution of the optimization problem the Nash equilibrium of the noncooperative

game within the prescribed-time. Finally, simulation examples verify the effectiveness of the proposed protocols.
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1 引言

近二十几年来,以多无人机、多传感器等大规模

网络为代表的多智能体系统的协调控制与优化问题

得到了学者们的极大关注[1–3].其中,分布式优化和纳

什均衡点搜索问题作为多智能体系统优化问题中占

据重要地位的两类优化问题,成为了近年来的研究热

点. 在分布式优化和非合作博弈问题中,每个智能体

都携带一个目标函数. 但这两类问题的区别是: 在分
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布式优化问题中,每个智能体的优化目标均为所有智

能体携带的目标函数之和[4]. 主要考虑智能体如何协

同的利用局部信息实现全局目标函数的优化. 而在博

弈问题中,每个智能体的优化目标是不相同的,分布

式纳什均衡点搜索问题主要研究智能体如何依赖自

身信息以及与邻居智能体之间的信息交互优化自身

的目标函数,因此优化问题中智能体之间的行为是协

同的,而纳什均衡点求解问题中智能体之间的行为是

从自身利益出发的.

近年来,各类分布式优化方法相继被提出.

Nedic等人在局部信息有限的情况下提出了分布式次

梯度算法,在该算法中,每个智能体通过与邻居的通

信更新自身的状态以收敛到全局最优解[5]. 由于通信

环境中信息交换存在不可预测性,因此任意两个节点

之间存在通信链路是一个随机事件,据此Lobel等人

提出了随机网络上的分布式次梯度算法,并证明了该

算法可以使得多智能体以概率1收敛到系统的最优

解[6]. 文献 [7]结合近似梯度和梯度跟踪的思想提出

了一种分布式优化算法并证明了算法的收敛性.

Nedic等人提出了一类Subgradient-Push算法[8]以解决

非平衡通信网络下的分布式优化问题,该算法需要用

到每个节点的出度信息,这一方法在Push-Sum算

法[9]的基础上演变得到的. 文献 [10]基于梯度法与投

影算子等解决了带约束的分布式优化问题.此外,文

献 [11]还考虑了含不同凸集合约束的分布式优化问

题,基于次梯度投影算法提出了一类分布式优化协议.

而文献 [12]基于一致性和次梯度算法提出了一类连

续时间的优化算法,解决含不等式约束时的分布式优

化问题,并利用状态转移矩阵的性质得到了智能体的

状态与优化问题最优解的误差上界. 为了提高算法的

收敛速度,文献 [13]通过改进梯度项,利用部分历史

梯度信息,提出了一类EXTRA优化算法使得智能体

的状态能够精确收敛到系统的最优解. 文献 [14–15]

针对智能体目标函数为光滑凸函数的分布式优化问

题,提出了快速分布式优化方法. 此外,文献 [16]和文

献 [17–18]分别针对原始-对偶域(Primal-Dual)优化

方法和Zero-Gradient-Sum优化方法开展研究.

另外,学者们从不同的角度出发,在分布式纳什

均衡搜索方面做出了一些有意义的工作.文

献 [19–20]基于领导者跟随一致性(leader-following c-

onsensus)协议和梯度信息提出了一类分布式纳什均

衡点搜索算法,并证明了该算法可以使得智能体的状

态 渐 近 收 敛 到 纳 什 均 衡 点. 文 献 [21]基

于leader-following一致性协议和梯度信息解决了混杂

博弈问题,并证明了所提出的算法呈指数收敛. 文

献 [22–23]针对双网络零和博弈问题开展研究,并基

于梯度算法等提出了一类分布式协议寻找具有鞍点

性质的纳什均衡点. 文献 [24]基于饱和函数、梯度法

及一致性协议解决了有界控制输入系统中的分布式

纳什均衡搜索问题.文献 [25]提出了可线性收敛的分

布式纳什均衡搜索方法.

需要指出,上述分布式优化算法/分布式纳什均衡

搜索算法仅能保证智能体的状态可以渐近/指数收敛

到分布式优化问题的最优解解/纳什均衡点. 这表明,

分布式优化与非合作博弈问题的精确求解需要消耗

无穷时间. 然而在实际工程领域中,无穷时间的收敛

并不利于实际应用,多智能体系统往往需要在精确时

间内完成任务,这使得渐近收敛的方式无法满足实际

工程领域中收敛时间的要求. 当前对这一类问题的研

究文献略少,设计可在有限时间内实现分布式优化与

博弈问题有效求解方法兼具理论意义与实际应用价

值.为此,文献 [26]设计了基于符号函数的有限时间

分布式优化方法. 文献 [27]基于有限时间一致性协议

与连续时间零梯度和算法提出了一类有限时间的分

布式连续时间算法,利用Lyapunov方法实现了分布式

优化问题在有限时间内的有效求解.此外,文献 [28]

也考虑了有限时间分布式优化问题.文献 [29]则研究

了固定时间分布式纳什均衡搜索方法. 文献 [30]利用

凸分析理论和Lyapunov稳定性理论解决了固定时间

的分布式资源分配问题.

虽然文献 [26–30]中所提出的方法可在有限时间

内收敛到分布式优化问题的解或纳什均衡点,这将求

解方法的收敛速度从无限时间转为有限时间. 然而,

这些求解方法的收敛时间受智能体的初始状态与系

统参数的影响并且无法提前预测,在一定程度上限制

了求解方法的实际适用性. 为了解决上述问题,设计

一类可在预设时间内收敛的分布式优化方法与纳什

均衡点搜索方法是十分必要的. 在本文研究的同时期,

文献 [31]假设智能体在离散采样时间进行交互,基于

采样数据的算法和辅助变量设计了一类的优化协议，

并通过利用离散采样时间的Lyapunov理论解决了指

定时间的带等式约束的分布式优化问题.实际上,预

设时间的控制和优化是近几年的研究热点. 例如,文

献 [32]研究了二阶多智能体系统的预设时间一致性
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跟踪问题,并证明了多智能体系统中的领导者与跟随

者在预设时间内达成了一致.文献 [33]基于Lyapunov

函数等实现了预设时间多智能体系统的平均一致性

和包围控制.文献 [34]建立了一类预设时间的包围控

制协议,该协议可以保证多智能体系统中的跟随者可

在预先设定的时间内移动到领航者状态所构成的凸

包内.文献 [35]研究了预设时间的分布式纳什均衡点

求解问题,该方法是根据时间函数变换方法,从而严

格保证了所提算法的全局收敛性. 此外,文献 [36]提

出了一种新的针对资源分配问题的预定时间分布式

优化协议,利用一个连续可微的时间函数实现了预定

时间的收敛. 文献 [37]研究了预设时间的分布式资源

分配问题,该算法采用具有指数项的非齐次函数,从而

达到预定时间的收敛速度.文献 [38]建立了一种新的

有限时间控制方法,所提的算法可以保证跟随者可以

在任意给定的有限时间内运动到领航者状态所围成

的凸包内,这为本文研究预设时间下的分布式优化求

解方法和纳什均衡搜索算法提供了思路.

本文考虑智能体之间存在合作与非合作的行为,

分别研究了预设时间的分布式优化求解方法与纳什

均衡搜索方法的设计与分析,特别地,收敛时间T可以

预先设置并与智能体的初始状态和系统参数无关.本

文的主要贡献如下:

1. 本文针对分布式优化与纳什均衡搜索问题分

别提出一类预设时间分布式优化方法和纳什均衡搜

索方法. 与文献 [26–30]中的固定/有限时间分布式优

化方法/纳什均衡搜索方法相比,本文所提出的分布式

优化方法和纳什均衡搜索方法可在任意预设时间内

收敛,并且该收敛时间独立于智能体的初始状态与系

统参数;

2. 基于Lyapunov稳定性理论、图论以及矩阵理

论的相关知识,给出了保证所提出的算法可以使得智

能体的状态收敛到分布式优化问题的解/非合作博弈

问题的纳什均衡点的充分条件.

本文的结构安排如下: 在第2节中,介绍了相关的

图论以及凸分析理论知识,并给出了一些基本的引理

和假设;第3节介绍了预设时间的分布式优化问题,提

出一类预设时间分布式优化算法并给出了收敛性证

明;第4节介绍了预设时间的分布式纳什均衡点求解

问题,给出了预设时间的分布式纳什均衡点求解协议

并证明了该协议的收敛性;第5节通过仿真算例验证

了所提分布式协议的有效性;最后给出了本文的结论.

为了便于表示,在下表中给出了文中出现数学符

号的具体含义.

2 预备知识

本节将介绍一些预备知识,首先给出有关图论以

及矩阵论的相关知识:

无无无向向向图图图: 若图G中的每条边都是没有方向的,则

称G = (V, E ,A)为无向图,其中V = {1, 2, · · · , n}表
示图的顶点集, E ⊂ V × V是边集, A = (aij)n×n为

图的邻接矩阵,其中如果(j, i) ∈ E ,则aij > 0,否

则aij = 0,且A一定是对称矩阵(aij = aji). 智能

体i的邻居集定义为Vi = {j ∈ V | (j, i) ∈ E}[39].

表 1 符号说明

Table 1 List of symbols

符号表示 符号含义

R 实数集合

Rn n维实向量空间

||x|| 欧氏范数定义为||x|| =
√
xT x

1n 所有元素全是1的n维的列向量

0n 所有元素全是0的n维的列向量

In×n n × n维的单位矩阵

⊗ 克罗内克积(Kronecker product)

XT 一个向量或者矩阵X的转置

λmin(P ) 对称实矩阵P的最小特征值

λmax(P ) 对称实矩阵P的最大特征值

diag{p1, p2, · · · , pn} 对角矩阵


p1 0 · · · 0

0 p2 · · · 0

0 0 · · · pn


domf 函数f的定义域, domf = {x ∈ Rn|f(x)}

▽f(x) 函数f在x处的梯度

x∗ = argminf(x) 当x = x∗的时,函数f(x)取得最小值,其中

argminf(x):={x∗|x∗ ∈ domf ∧ ∀x ∈

domf : f(x∗) < f(x)}

拉拉拉普普普拉拉拉斯斯斯矩矩矩阵阵阵((Laplacian)): L = D −A定义为
图的拉普拉斯矩阵,其中D为图的度矩阵, A为图的邻
接矩阵. 拉普拉斯矩阵的基本性质为: L1n = 0n, 0是

它的一个特征值, 1n是0特征值所对应的特征向量[37].

定定定义义义 1 [40] (强凸函数)假设S ⊂ Rn是一个非

空的凸集, f 是定义在S 上的实函数,如果对

于∀x1, x2 ∈ S及每个数λ ∈ (0, 1),都有

f (λx1 + (1− λ)x2) ≤ λf (x1) + (1− λ)f (x2)−
m

2
λ(1− λ)||x− y||2,
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则称f为S上的强凸函数,特别地m = 0时, f为凸函

数.

定定定义义义 2 [19] (纳什均衡)在一个博弈过程中,如

果在其他所有参与者策略确定的情况下，任意一位

参与者其选择的策略是最优的，那么这个策略组合

就被定义为纳什均衡. 即: x∗ = (x∗
i , x

∗
−i)是纳什均衡

点当且仅当:

fi(x
∗
i , x

∗
−i) ≤ fi(xi, x

∗
−i), ∀i ∈ V, (1)

其中: x∗−i={x∗
1, · · · , x∗

i−1, x
∗
i+1, · · · , x∗

n}, x∗
i 为参与

者i的纳什均衡策略, fi(x)为参与者i的成本函数.

为证明本文所提协议的收敛性,下面给出一些基

本的引理以及必要的假设条件.

假假假设设设 1 通信拓扑图G为无向连通图.

引引引理理理 1 [41]在假设1成立的前提下,矩阵Q= L+

W 是正定实对称矩阵,其中L是图G的拉普拉斯矩阵,

W 是正定实对角矩阵,即：W = diag{wi}, wi > 0.

引引引理理理 2 [42]如果矩阵Q是正定实对称矩阵,则

有以下不等式成立:

xTQx ≥ λmin(Q)xTx,

其中: λmin(Q) > 0.

引引引理理理 3 [42]关于克罗内克积有以下的性质:

假 设 矩 阵A1 = (a1ij)m1×n1
, A2 = (a2ij)n1×n2

,

B1 = (b1ij)p1×q1 , B2 = (b2ij)q1×q2 ,则有:

(A1 ⊗ B1)(A2 ⊗ B2) = (A1A2)⊗ (B1B2).

引引引理理理 4 [40]函数f(x)是强凸函数,则对定义域

内任意的x, y,有以下两个不等式均成立:(x− y)T (▽f(x)− ▽f(y)) ≥ m||x− y||2,

f(y) ≥ f(x) + ▽f(x)T (y − x) + m
2 ||y − x||2,

其中: 常数m > 0称为强凸函数f(x)的凸性参数.

3 预设时间的分布式优化

本节考虑智能体之间的行为是合作的,研究了基

于多智能体系统的预设时间分布式优化问题.考虑

有n个智能体的多智能体系统: V = {1, 2, · · · , n},

在该系统中,每个智能体都会携带一个目标函

数fi(z),并且对于所有的智能体i ∈ V ,只有智能

体i能够获得目标函数fi(z)的信息,所有智能体通过

与邻居的交互协同的最小化每个智能体目标函数的

和函数. 据此,分布式优化问题描述如下:

min

n∑
i=1

fi(z), s.t. z ∈ R, (2)

其中: fi(z)为智能体i的目标函数, i ∈ V ,记：f∗为该

优化问题的最优值,并假设它是有限的. Z∗为该优

化 问 题 最 优 解 的 集 合,即:

Z∗ = {z ∈ R|
∑n

i=1 fi(z) = f∗}.

在该优化问题中,每个智能体通过与邻居的交互

获得邻居的信息从而更新自身的状态. 本文的目的是

设计一类预设时间的分布式优化协议能够使得智能

体在预设时间T内通过局部信息收敛到全局目标函数

的最优解. 为了设计该分布式协议,假设每个智能体i

都产生一个变量xi(t)用以估计优化问题(2)的最优解.

因此,针对问题(2),本文在文献 [12]的基础上结

合一致性协议和梯度下降算法,提出了一类在预设时

间内收敛的分布式优化协议:

ẋi(t) =
c

T− t
[
∑
j∈Ni

aij(xj(t)− xi(t))− µ▽fi(xi(t))],

i ∈ V, t ∈ [0, T ), (3)

其中: xi(t) ∈ R表示智能体i的状态. µ > 0为控制增

益.常数c > 0. aij 是邻接矩阵A中i行j列的元素,

▽fi(xi(t))表 示 智 能 体i的 目 标 函 数fi(z)

在z = xi(t)处的梯度, T为预设的收敛时间.

假假假设设设 2 智能体i的目标函数fi(z)是二阶连续

可微的强凸函数, i ∈ V .

注注注 1 由于智能体i的目标函数fi(z)是二阶连续可微

函数,因此微分方程(3)的解存在,且
∑n

i=1 fi(z)也是强凸函

数,则z∗是唯一的最小值点. 因此所有智能体的状态不仅可

以在预设时间收敛到优化问题的最优解z∗,还能够在预设时

间内达到一致.

下面给出预设时间分布式优化问题的主要结果.

定定定理理理 1 如果假设1-2成立,则在协议(3)下,所

有智能体的状态在预设时间T内收敛到问题(2)的最

优解. 即存在z∗ ∈ Z∗,使得limt→T xi(t) = z∗成立.

证明: 此定理的证明可以通过以下步骤形成: 首

先,将(3)式写成如下矩阵的形式:

ẋ(t) =
c

T− t
[−Lx(t)− µG(x)], (4)

其中: L是拉普拉斯矩阵, x(t) = [x1, x2, ..., xn]
T ,

G(x)=[▽f1(x1(t)),▽f2(x2(t)), · · · ,▽fn(xn(t))]
T .

记: δ(t)=x(t)− 1n ⊗ z∗,因 此 可 以 得 到:

δ̇(t)=ẋ(t). 定义一个Laypunov函数:
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V = δT δ, (5)

则Laypunov函数关于时间的导数为:

V̇ = 2δT δ̇

=
2c

T− t
δT [(−Lx(t)− µG(x))]

=
2c

T− t
δT [−Lx(t)−Wx(t) +Wx(t)− µG(x)]

= − 2c

T− t
δT (L+W)x(t) +

2c

T− t
δTWx(t)−

2cµ

T− t
δTG(x)

= − 2c

T− t
δT (L+W)(δ + 1n ⊗ z∗)+

2c

T− t
δTW(δ + 1n ⊗ z∗)− 2cµ

T− t
δTG(x)

= − 2c

T− t
δT (L+W)δ−

2c

T− t
δT (L+W)(1n ⊗ z∗) +

2c

T− t
δTWδ+

2c

T− t
δTW(1n ⊗ z∗)− 2cµ

T− t
δTG(x)

= − 2c

T− t
δT (L+W)δ +

2c

T− t
δTWδ−

2cµ

T− t
δTG(x),

其 中: 辅 助 矩 阵W = diag{wi}, wi > 0,令 矩

阵Q = L+W ,当智能体的通信拓扑图是无向连通图

时,矩阵Q是正定矩阵. 根据引理4得:

δTG(x) ≥
n∑

i=1

fi(xi(t))−
n∑

i=1

fi(z
∗)+

n∑
i=1

mi

2
(xi(t)− z∗)2

≥
n∑

i=1

fi(xi(t))−
n∑

i=1

fi(z
∗)+

m

2
||x(t)− 1n ⊗ z∗||2,

其中, mi是函数fi的凸性参数,取m = min{mi},

i = 1, 2, · · · , n,又 因 为z∗ = argmin
∑n

i=1 fi(z),

故
∑n

i=1 fi(xi(t))−
∑n

i=1 fi(z
∗) ≥ 0. 因此可得:

δTG(x) ≥ m

2
||x(t)− 1n ⊗ z∗||2.

因此,在t < T时Lyapunov函数对时间的导数满足:

V̇ ≤ − 2c

T− t
λmin(Q)δT δ +

2c

T− t
λmax(W)δT δ−

cµm

T− t
δT δ

≤ − 2c

T− t
λmin(Q)V +

2c

T− t
λmax(W)V−

cµm

T− t
V .

其中: 对任意的µ > 0,都可以选择一个正定对角矩

阵W 使 得 以 下 式 子 成 立：µ > 2λmax(W)
m ,此

时Lyapunov函数的导数V̇是负定的. 最后,对上式

在[0, t]上积分得到:

V (t) ≤ [(
T − t

T
)2cλmin(Q)−2cλmax(W)+cµm]V (0),

则根据(5)式有:

||δ(t)|| ≤
√
[(
T − t

T
)2cλmin(Q)−2cλmax(W)+cµm]·

||δ(0)||,

因 此,当t → T时, V (t) → 0,则 可 得 当t → T时,

||δ(t)|| → 0,即: limt→T xi(t) = z∗成立,综上可得,

协议(3)可以使得多智能体的状态在预设时间内收敛

到优化问题(2)的最优解. �

注注注 2 本文与文献 [31]中的两种方法均能实现预设

时间的收敛,并且两种方法得到的收敛时间均独立于系统参

数与初始条件.但与该文献不同的是,本文研究的是一般的分

布式优化问题min
∑n

i=1 fi(z),其中z为所有局部目标函数fi

的共享决策变量. 因此,每个智能体i需要产生局部变量xi去

估计优化问题(2)的最优解. 并且当xi达到最优解时,智能体

的 局 部 估 计 值 能 够 达 到 一 致 状 态(i.e.,

x1 = x2 = · · · = xn = z∗). 而文献 [31]研究的是一类特殊

的分布式优化问题min
∑n

i=1 fi(zi),其中每个目标函数fi

只与自身的决策变量zi 有关. 因此文献 [31]中的方法无法使

用于本文所考虑的分布式优化问题.

4 预设时间的分布式纳什均衡求解

本节研究了预设时间下的分布式纳什均衡点求

解问题,与分布式优化问题不同的是,该问题中智能

体之间的行为是从自身利益出发的. 考虑有n个智能

体的多智能体系统：V = {1, 2, · · · , n}表示,每个智

能体i均利用局部信息调整自身的行为使得其成本最

小,该问题描述如下:min fi(xi, y−i), i ∈ V ,

s.t. ẋi(t) = ui(t), t ∈ [0, T ),
(6)

其中: fi(·)为每个智能体i的成本函数. 记f∗
i 为智能

体i收敛到纳什均衡点时成本函数的最优值, ui为控

制输入.

在非合作博弈问题(6)中,由于假设每个智能体仅

能获得其邻居的信息,无法得到那些非邻居智能体的

行为状态,因此每个智能体会对其他智能体的行为产

生一个估计值,并利用与邻居之间的信息交互更新估
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计值,然后基于梯度方法更新自身的行为状态. 本文

的目的是设计一类搜索协议使得每个智能体在预设

时间T内通过局部信息调整自己的行为收敛到纳什均

衡点,从而最小化自身的成本.

在文献 [19]的基础上,本文基于一致性协议和梯

度算法,提出了一类预设时间的分布式纳什均衡点求

解协议:
ẋi(t) = − c

T−tk
∂fi
∂xi

(xi, y−i), i ∈ V, j ∈ Vi,

ẏij(t) = − c
T−t [

∑n
l=1 ail(yij − ylj)+

aij(yij − xj)], t ∈ [0, T ),

(7)

其中: xi(t)∈ R表示智能体i的行为, yij(t)∈ R是智能

体i对智能体j行为的估计值, y−i(t) =[yi1(t), yi2(t),

· · · , yi,i−1, yi,i+1, · · · yin(t)]T , i, j ∈ V . k > 0是一个

控制增益,常数c > 0. T为预设的收敛时间.

假假假设设设 3 智能体i的成本函数fi(x)是二阶连续

可微的函数,且 ∂fi
∂xi

(x(t))满足全局Lipschitz连续条件,

即存在常数li > 0,对x, z ∈ Rn有:

||∂fi
∂xi

(x)− ∂fi
∂xi

(z)|| ≤ li||x− z||.

假假假设设设 4 对于x, z ∈ Rn,有以下不等式成立:

(x− z)T (R(x)−R(z)) ≥ m||x− z||2,

其中: R(x) = [ ∂f1∂x1
, ∂f2
∂x2

, · · · , ∂fn
∂xn

]T ,常数m > 0.

注注注 3 在假设4的条件下,问题(6)的纳什均衡点存在

且唯一,其中R(x) = 0n的充要条件是x = x∗[19].

下面给出预设时间分布式纳什均衡点求解问题

的主要结论.

定定定理理理 2 如果假设1,3-4成立,则在协议(7)下,

存在一个正常数k∗,使得增益k ∈ (0, k∗)时,所有智能

体的状态在预设时间T内能收敛到问题(6)的纳什均

衡,即: limt→T x(t) = x∗,

limt→T y(t) = 1n ⊗ x∗.
(8)

证明: 此定理的证明可以通过以下步骤形成: 首

先, (7)式可以写成如下矩阵的形式:
ẋ(t) = − c

T−tkR(xi, y−i),

ẏ(t) = − c
T−t [(L ⊗ In×n +A0)y(t)−

A0(1n ⊗ x(t))],

(9)

其中: x(t) = [x1(t), x2(t), · · · , xn(t)]
T , R(xi, y−i)=

[ ∂f1∂x1
(x1, y−1),

∂f2
∂x2

(x2, y−2), · · · , ∂fn
∂xn

(xn, y−n)]
T , A0

=diag{a11, a12, · · · , a1n, a21, · · · , ann}, y(t)=[y1(t)T ,

y2(t)
T , · · · , yn(t)T ]T , yi(t) = [yi1(t), yi2(t), · · · ,

yin(t)]
T .

为了方便表示,记: θ(t)=x(t)− x∗, ϕ(t)=y(t)-1n
⊗ x,因此可以得到: θ̇(t) = ẋ(t), ϕ̇=ẏ(t)-(1n ⊗ ẋ).

令E(t) = [θ(t)T , ϕ(t)T ]T . 定义一个Lyapunov函数如

下:

V = ETE = θT θ + ϕTϕ. (10)

其次,将Lyapunov函数V对时间求导并结合(9)式

可得:

V̇ = 2θT θ̇ + 2ϕT ϕ̇,

= − 2ck

T − t
θTR(xi, y−i)−

2c

T − t
ϕT (L ⊗ In×n +A0)y+

2c

T − t
ϕTA0(1n ⊗ x)+

2ck

T − t
ϕT (1n ⊗R(xi, y−i))

= − 2ck

T − t
θTR(xi, y−i)−

2c

T − t
ϕT (L ⊗ In×n +A0)(ϕ+ 1n ⊗ x)+

2c

T − t
ϕTA0(1n ⊗ x)+

2ck

T − t
ϕT (1n ⊗R(xi, y−i))

= − 2ck

T − t
θTR(xi, y−i)−

2c

T − t
ϕT (L ⊗ In×n +A0)ϕ−

2c

T − t
ϕT (L ⊗ In×n)(1n ⊗ x)−

2c

T − t
ϕTA0(1n ⊗ x) +

2c

T − t
ϕTA0(1n ⊗ x)+

2ck

T − t
ϕT (1n ⊗R(xi, y−i)).

根据拉普拉斯矩阵的性质L1n = 0以及引理3得:

V̇ = − 2ck

T − t
θTR(xi, y−i)−

2c

T − t
ϕT (L ⊗ In×n +A0)ϕ+

2ck

T − t
ϕT (1n ⊗R(xi, y−i)).

记U = (L ⊗ In×n +A0),当智能体的通信拓扑图是

无向连通图时,矩阵(L ⊗ In×n +A0)是对称正定矩

阵[21],因此矩阵U的特征值具有正实部.根据假
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设4得:

(x− x∗)TR(x) ≥ m||x− x∗||2. (11)

则Lyapunov函数对时间的导数为:

V̇ = − 2ck

T − t
θTR(x)−

2ck

T − t
θT (R(xi, y−i)−R(x))−

2c

T − t
ϕT (L ⊗ In×n +A0)ϕ+

2ck

T − t
ϕT (1n ⊗R(x)− 1n ⊗R(x∗))+

2ck

T − t
ϕT (1n ⊗R(xi, y−i)− 1n ⊗R(x))

≤ − 2ck

T − t
mθT θ +

2ck

T − t
l̃||θ|| · ||ϕ||−

2c

T − t
λmin(U)ϕTϕ+

2ck

T − t
n l̃||ϕ|| · ||θ||+

2ck

T − t

√
n l̃ϕTϕ,

其中: 由于 ∂fi
∂xi

(xi, y−i)满足全局的Lipschitz连续条

件,则存在常数l̃i,有: || ∂fi∂xi
(xi, y−i)− ∂fi

∂xi
(x)|| ≤ l̃i

||yi − x||, || ∂fi∂xi
(x)− ∂fi

∂xi
(x∗)|| ≤ l̃i||x− x∗||. 因此可

以得到: ||R(xi, y−i)|| = ||R(xi, y−i) − R(x∗)|| ≤
||R(xi, y−i)−R(x)||+||R(x)−R(x∗)|| ≤max{l̃i}
||y− 1n ⊗ x||+

√
n·max{l̃i}||x− x∗||,记l̃ = max{l̃i},

i ∈ V .

定义矩阵K =

(
km k−l̃−n l̃

2

k−l̃−n l̃
2 λmin(U)− kl̃

√
n

)
,如

果0 < k < 4mλmin(U)

4m
√
nl̃+(l̃+nl̃)2

,此时矩阵K是对称正定矩
阵,因此在t < T时Lyapunov函数对时间的导数满足:

V̇ ≤ − 2c

T − t
λmin(K)||(x− x∗)T , (y − 1n ⊗ x)T ||2,

= − 2c

T − t
λmin(K)[θT θ + ϕTϕ],

= − 2c

T − t
λmin(K)V.

最后,对上式在[0,t]上积分得到:

V (t) ≤ [(
T − t

T
)2cλmin(K)]V (0).

因此,根据(10)式可以得到:

||E(t)|| ≤
√
[(
T − t

T
)2cλmin(K)] · ||E(0)||.

令Ê(t) = [(x−x∗)T , (y−1n⊗x∗)T ]T ,因此||Ê(t)|| ≤
||E(t)|| + ||1n ⊗ x − 1n ⊗ x∗||. 综 上,当t → T时,

V (t) → 0,则t → T时, θ → 0 , ϕ → 0,进一步可以得

到||Ê(t)|| → 0,故等式(8)成立. 因此多智能体的状态

在预设时间内能够收敛到问题(6)的纳什均衡点. �

注注注 4 定理2中的正常数k∗ = 4mλmin(U)

4m
√
nl̃+(l̃+nl̃)2

,当增

益k ∈ (0, k∗)时,矩阵K是对称正定矩阵,此时Lyapunov函数

对时间的导数V̇是负定的.

5 仿真

在本节中,我们通过两个例子来验证理论结果的

有效性.

例1: 考虑由四个智能体{1, 2, 3, 4}构成的多智能
体系统,假设智能体的通讯拓扑图由图1所示,每个智

能体仅与自己的邻居通信,且通信拓扑图为无向连通

图,对应的邻接矩阵和拉普拉斯矩阵为:

A =


0 1 1 0

1 0 0 1

1 0 0 1

0 1 1 0

 ,L =


2 −1−1 0

−1 2 0 −1

−1 0 2 −1

0 −1−1 2

 .

图 1 例1中智能体的通信拓扑图

Fig.1 The communication topology of all agents in example 1

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

t

-4

-3.5

-3

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

x
ij

图 2 在协议(3)下,智能体的状态xi(t)(i = {1, 2, 3, 4})轨迹图(T = 3)

Fig.2 Under protocol (3), the trajectories of the agent’s states value

xi(t)(i = {1, 2, 3, 4}), (T = 3)

假设每个智能体的目标函数如下:

fi(z) = hi(z + 2)2 − vi, i ∈ V, z ∈ R,

其中: 每个智能体的目标函数fi(z)是二阶连续可微的

强凸函数. 设置参数c = 1,收敛时间为 T = 3, µ = 1,
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其系数分别为: h1 = 1
2 , h2 = 4, h3 = 6, h4 = 3,常数

项分别为v1 = −4, v2 = −8,v3 = 7, v4 = 5. 任取智

能体的初始状态:x(0) = [−3,−2, 1,−4]T ,每个智能体

的状态 xi(t)由协议(3)更新以在预设时间T = 3时收

敛到优化问题 min
∑

4
i=1 fi(z)的最优解 z∗ = −2.

针对该例子,我们得出了与理论相符的结果.图2表示

智能体的状态轨迹在预设时间T = 3时收敛到最优

解−2且达成一致,图3表示智能体在 T = 3时智能体

的 状 态 与 优 化 问 题min
∑4

i=1 fi(z)的 最 优

解z∗ = −2的误差趋于0,即:δ=x− 14 ⊗ z∗ → 04.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

t

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

δ

图 3 误差δ的收敛轨迹图(T = 3)

Fig 3. Trajectories of convergence errors δ(T = 3)

从仿真结果可以看出,选定的初始状态虽然与最

优解的相差很大,但是在所设计的协议下均能够在预

设时间收敛到最优解,这也验证了定理1的有效性.

图 4 例2中智能体的通信拓扑图

Fig.4 The communication topology of all agents in example 2

例2: 考虑由五个智能体{1, 2, ..., 5}构成的多智
能体系统,智能体的通信拓扑图由图4所示,每个智能

体仅与自己的邻居通信,且通信拓扑图为无向连通图,

对应的邻接矩阵和拉普拉斯矩阵为:

A =



0 1 0 0 1

1 0 1 1 0

1 0 1 0

0 1 1 0 0

1 0 0 0 0


,L =



2 −1 0 0 −1

−1 3 −1−1 0

0 −1 2 −1 0

0 −1−1 2 0

−1 0 0 0 1


.

从图4中可以看出每个智能体仅与自己的邻居通

信且成本函数仅受邻居和其自身决策的影响,假设每

个智能体的成本函数如下:

f1(x1, x−1) = −x3
1 + x2x5 + 3x1x2,

f2(x2, x−2) = −(4x2 − 2x1 + 0.5x4)
2,

f3(x3, x−3) = −(x2 + 4x3 − 2x4)
2,

f4(x4, x−4) = −(2x2 + 4x3 + 8x4)
2,

f5(x5, x−5) = −(x1 + 17x5)
2,

其中每个成本函数fi(xi, x−i)满足假设3-4. 令系统参

数c = 1,收敛时间为T = 6.

设置智能体的初始值为: x(0) = [3, 2, −12/37,

− 4/9, 1/2]T , yi(0) = [0, 0, 0, 0, 0]T . 每个智能体根据

协议(7)更新自身的状态,并存在一个正常数k∗,使

得k ∈ (0, k∗),此时得到了与理论一致的结果.

图5表示智能体i的行为xi(t)在预设时间T = 6收

敛到非合作博弈问题minfi(x)的纳什均衡点:

x∗ = [0.5063, 0.2564,−0.0769,−0.0256,−0.0298]T ,

i = {1, 2, 3, 4, 5}(令伪梯度向量R(x) = 05得到唯一

的纳什均衡点).

图 5 协议(7)下,智能体的状态xi(t)(i = {1, 2, 3, 4, 5})轨迹图,

Fig.5 Under protocol (7), the trajectories of the agent’s states value

xi(t)(i = {1, 2, 3, 4}) (T = 6)
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图 6 误差θ的收敛轨迹图(T = 6)

Fig 6. Trajectories of convergence errors θ(T = 6)

图 7 在协议(7)下,每个智能体对其他智能体估计值yij(t)的轨迹图,
即yij(t) → xj(t) as T = 6

Fig.7 Under protocol (7), the trajectories of the agent’s states value

yij(t)(i = {1, 2, 3, 4}), i.e.yij(t) → xj(t) as T = 6

图7表示在初始估计值均为0的情况下,智能

体i对智能体j的估计值yij(t)在预设时间T = 6收敛

到xj(t),而每个xj(t)在预设时间收敛到纳什均衡点,

因此yij(t)在预设时间收敛到纳什均衡点. 图6和

图8分别表示智能体的行为xi(t)与纳什均衡的点x∗
i

的误差和智能体i对智能体j的估计值yij(t)与纳什均

衡的点x∗
i 的误差在预设时间 T = 6收敛到0,即θ和ϕ

在预设时间T = 6收敛到0.

由仿真结果可以得到,在给定智能体的初始状态

后,智能体是可以在预设时间搜索到纳什均衡点,因

此验证了定理2的有效性.

图 8 误差ϕ的收敛轨迹图(T = 6)

Fig 8. Trajectories of convergence errorsϕ(T = 6)

6 结论

本文基于无向图解决了预设时间下的分布式优

化/纳什均衡点求解问题,针对分布式优化问题/纳什

均衡点问题结合一致性和梯度协议提出了一类预设

时间的优化算法/纳什均衡点求解算法. 在每个智能体

仅能获得有限信息的情况下,当智能体的目标函数是

强凸函数时,通过选取适当的Lyapunov函数证明了

多智能体系统可以在预设时间内收敛到优化问题的

最优解/非合作博弈问题的纳什均衡点, 特别地,收敛

时间独立于多智能体的初始状态与系统参数,并且可

以预先设计收敛时间. 仿真算例验证了所提算法的收

敛性,结果表明给定智能体的初始状态后,智能体均

能够在所提协议下实现预设时间的收敛.
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