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参考答案 

一、单项选择题（每小题 4 分，共 20 分） 

B，D，A，C，A 

二、填空题（每小题 4 分，共 20 分） 

1.  2 2 8 8 0x y z π− − + = .         2． 
1 ( 2 1)
3

− . 

3.  34
15

abcπ .                       4.  32 aπ  

5.  1 2
x xy C e C e x−= + + . 

三、（10 分）设 ( , )z z x y= 是由方程 ( , ) 0f y x yz− = 所确定的隐函数，其 

中 f 对各变量有连续的二阶偏导数，求
2

2

z
x
∂
∂

. 

解  方程两边对 x 求偏导数，得 1 2 0zf yf
x
∂

− + =
∂

，所以， 1

2

fz
x yf
∂

=
∂

 

方程 1 2 0zf yf
x
∂

− + =
∂

两边再对 x 求偏导数，得 

2 2
2

11 12 21 22 2 2 0z z z zf yf yf y f yf
x x x x
∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞− − + + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 

由上式解得 
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2

1z z z zf yf yf y f
x yf x x x

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= − − − +⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
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2

1 ( 2 )f f f f f f f
yf

= − − + .  

四、（8 分）求球面
2 2 2 2x y z R+ + = 含在圆柱面

2 2 ( 0)x y Rx R+ = > 内部 

的那部分的面积. 

解   含在圆柱面
2 2 ( 0)x y Rx R+ = > 内部位于 xoy 平面上方的曲面方 
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程为：
2 2 2z R x y= − − . 

则       
2 2 2 2 2 2

,z x z y
x yR x y R x y
∂ − ∂ −

= =
∂ ∂− − − −

. 

设 :D 2 2x y Rx+ ≤ ，则所求面积为 

22

2 1
D

z zS dxdy
x y

⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞= + + ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫∫ =

2 2 2
2

D

R dxdy
R x y− −

∫∫  

/2 cos 2

2 2/2 0
2 2 ( 2)

R rR d dr R
R r

π θ

π
θ π

−
= = −

−
∫ ∫ . 

五、（10 分）在变力 ( sin ) ( cos )   ( 0)x xe y x y e y ax a= − − + − >F i j 的作

用下，质点由点 (2 ,0)A a 沿曲线
22y ax x= − 运动到点 (0,0)O ，求变力

F 所作的功. 

解  设 2: 2L y ax x= − ， 1 : 0  (0 2 )L y x a= ≤ ≤ ，故变力F 所作的

功 W 为 

( sin ) ( cos )x x

L
W e y x y dx e y ax dy= − − + −∫  

1 1

2

0
(1 )

a

L L L D
a dxdy xdx

+
= − = − +∫ ∫ ∫∫ ∫� ， 

其中 D 由
22y ax x= − 与 0y = 围成. 

从而  2 2 2 3(1 ) 2 2
2 2 2

W a a a a a⎛ ⎞= − + = + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

π π π
. 

六、（8 分）求向量
2 2 2

x y z
x y z
+ +

=
+ +

i j kA 穿过上半球面
2 2 2z R x y= − − 上

侧的通量. 

解  设
2 2 2: z R x yΣ = − − 上侧，

2 2 2
1 : 0  ( )z x y RΣ = + = 下侧. 

则通量 
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2 2 2

xdydz ydzdx zdxdyd
x y zΣ Σ

+ +
Φ = ⋅ =

+ +
∫∫ ∫∫A S    

1 1

xdydz ydzdx zdxdy
RΣ Σ+Σ Σ

+ +
= = −∫∫ ∫∫ ∫∫�  

1 3dxdydz
R Ω

= ∫∫∫ =
22 Rπ .     

七、（10 分）求幂级数
0 1

n

n

x
n

∞

= +∑ 的收敛半径，收敛域及和函数. 

解  由 
1lim 1
2n

n
n→∞

+
=

+
得，收敛半径 1R = . 

在 1x = − 处，
0

( 1)
1

n

n n

∞

=

−
+∑ 收敛，在 1x = 处，

0

1
1n n

∞

= +∑ 发散， 

因此收敛域为[ 1,1)− .  

设和函数为 ( )s x ，即
0

( )    ( 1 1)
1

n

n

xs x x
n

∞

=

= − ≤ <
+∑  

于是    
1

0
( )

1

n

n

xxs x
n

+∞

=

=
+∑ ，所以

1

0 0

1[ ( )]
1 1

n
n

n n

xxs x x
n x

+∞ ∞

= =

′⎛ ⎞
′ = = =⎜ ⎟+ −⎝ ⎠
∑ ∑ ， 

从而      
0

1( ) ln(1 )    ( 1 1)
1

x
xs x dx x x

x
= = − − − ≤ <

−∫  

于是，当 0x ≠ 时，有
1( ) ln(1 )s x x
x

= − − ，而 (0) 1s = ，故 

1 ln(1 ),   [ 1,0) (0,1)
( )

          1       ,   0

x x
s x x

x

⎧− − ∈ −⎪= ⎨
⎪ =⎩

U
 

八、（7 分）设曲线积分 [ ( ) 2 ( ) ] ( )x

L
f x f x e ydx f x dy′ ′+ + +∫ 与路径无关，

(0) 0f = ， (0) 1f ′ = .计算曲线积分
(1,1)

(0,0)
[ ( ) 2 ( ) ] ( )xf x f x e ydx f x dy′ ′+ + +∫

的值. 

解   因为曲线积分与路径无关，所以 
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( ) 2 ( ) ( )xf x f x e f x′ ′′+ + = ，即 ( ) ( ) 2 ( ) xf x f x f x e′′ ′− − =  

解之得     2
1 2

1( )
2

x x xf x C e C e e−= + − . 

由 (0) 0f = ， (0) 1f ′ = ，得 1 2
1 2,
6 3

C C= − = ，故 

21 2 1( )
6 3 2

x x xf x e e e−= − + − . 

而    
(1,1)

(0,0)
[ ( ) 2 ( ) ] ( )xf x f x e ydx f x dy′ ′+ + +∫  

1 1 2

0

1 4 1(1) (1)
6 3 2

f dy f e e e−′ ′= = = + −∫ . 

九、（7 分）证明：若正项级数
1

n
n

a
∞

=
∑ 和

1
n

n
b

∞

=
∑ 都收敛，则 

2

1

( )n n
n

a b
∞

=

+∑ 也

收敛。若去掉前提中的 “正项”二字，则结论不成立，请举出反例。 

证明   因正项级数
1

n
n

a
∞

=
∑ 和

1
n

n
b

∞

=
∑ 都收敛，所以正项级数

1

( )n n
n

a b
∞

=

+∑

也收敛，由级数收敛的必要条件知， lim( ) 0n nn
a b

→∞
+ = . 

从而，存在自然数 N ，当 n N> 时，有0 1n na b< + < .故当 n N> 时，

有,
20 ( )n n n na b a b< + < + . 

根据正项级数的比较判别法，
2

1

( )n n
n

a b
∞

=

+∑ 收敛.  

若去掉题设中的 “正项”二字，取
1

n
n

a
∞

=
∑ =

1
n

n
b

∞

=
∑ =

1

( 1)
2

n

n n

∞

=

−∑ ，则级数

1
n

n
a

∞

=
∑ 和

1
n

n
b

∞

=
∑ 都收敛，但

2

1 1

1( )n n
n n

a b
n

∞ ∞

= =

+ =∑ ∑ 发散. 


