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第三章 复变函数的积分 
Integrals of complex variable functions 

第一节  复变函数积分的概念 

第二节  柯西-古萨基本定理(Cauchy-Goursat 

第三节  基本定理(C-G)的推广—复合闭路定理 

第四节  原函数与不定积分 

第五节  柯西积分公式 

第六节  解析函数的高阶导数公式 

第七节  解析函数与调和函数的关系 
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  1.积分的定义 

    2.积分存在的条件及其计算法 

     3.积分的性质 

第
一
节 

复
变
函
数
积
分 
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1. 积分的定义 

有向曲线: 

     设C为平面上给定的一条光滑(或按段光滑)
曲线, 如果选定C的两个可能方向中的一个作
为正方向(或正向), 那么称C为有向曲线. 

x

y

o
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B

( ) C

 C： 

z(t)是一一的 
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 w f z D C D  设 在区域 内有定义， 为 内

   1k 1 kAB z z k n 1 分割： 分割 为

  12 k k kz z  作和：

1. 定义 
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一条光滑的有向曲线（如图）
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  记 为 的长度，
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1. 积分的定义 
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 取极限：

若极限存在，
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f z dz lim f z




 记作




 w f z C则极限值称为 沿 的积分，

注：  
C

C f z dz C1   若 封闭，记为 ,其中 表示正向，

   2 C x a x b f z u x     当 是 轴上的线段， ,且 ,

   
b

C a
f z dz u x dx  则

C
反向为 .

1. 积分的定义 
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       1 2 1 2
C C C

k f z k g z dz k f z dz k g z dz      1

   2
C C

f z dz f z dz


  

1 23 nC C C C ,     设

       
1 2 nC C C C

f z dz f z dz f z dz f z dz      则

复积分与实变函数的定积分有类似的性质. 

2. 积分的性质 
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证明 

     
1 1 1

n n n

k k k k k k

k k k

f z f z f s  
  

      

   
C C C

f z dz f z ds M ds ML    取极限得： 

第一类曲线积分 

 
CC

zzfzzf |d||)(|d)( ||(4)  
C

szf d|)(|

其中， ,|)(|max zfM
Cz



L为曲线C的弧长。 

,ML

2. 积分的性质 
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1 0 3 4. ,
C

dz
C i

z i
 

例 设 沿直线从 求 的一个上界。

解 10     43  ttitzC :

ds
iz

dz
iz CC  




11
  则

而在C上： 

 

1 1

3 4 1z i t t i
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3 4i
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t

 

 
  

 

5C
ds又

5 25
   3

3 3C

dz

z i
   



2. 积分的性质 
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证:   

( ) ( ) ( ),       

C

z z t x t i y t t     

设光滑曲线 由参数方程给出

( ) ( , ) ( , )

 ,    ( )d
C

f z u x y iv x y

C f z z

 



如果 在按段光滑曲线

上连续 则积分 一定存在。

定理1.  积分存在性定理： 

 ( ) 0, ( , ),z t t    并且

  ,    k k ki   设

3. 积分存在的条件极其计算 
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  u,v连续 
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C
zzf d)(  

C
yvxu dd  

C
yuxv dd i

根据线积分的存在定理,下式两端极限存在：  

由于f(z)在曲线C上连续 
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   : ddd  )( 相乘后求积分得到与 yixzivuzf 

C
zzf d)(  

C
yixivu )dd)((

 
C

yvyiuxivxu dddd

.dddd  
CC

yuxviyvxu

C
zzf d)(  

C
yvxu dd  

C
yuxv dd i

        在形式上可以看成是： 

注：公式 



场论与复变函数     Field Theory and Complex Variable Functions 14 

















ttytytxutxtytxvi

ttytytxvtxtytxuzzf
C

d)}()](),([)()](),([{

d)}()](),([)()](),([{d)(

 



ttyitxtytxivtytxu d)}()()]}{(),([)](),([{
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ttztzf

( )d  
C

f z z分析： 可以通过两个二元实函数

      的线积分参数化计算方法计算复积分
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( )d [ ( )] ( )d , ,
C

f z z f z t z t t t



      [ ]

参数化计算复积分： 

C:z=z(t) 
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例2      

解 
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重要结论：积分值与路径圆周的中心和半径无关. 

0

iz z re  
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解 ,xz (1) 曲线 C1 的方程为 ,10: x

,1 yiz 曲线 C2 的方程为 ,10: y
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zzI例3 其中 C 为： (1) ;21 CCC  (2) .3CC 
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解 (2) 曲线 C3 的方程为 ,10: t,titz 
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  0 22

C
z dz C i 例 4.  计算 ,其中 ：  1   沿直线从 ；

解：      1 2 2 1C : z t it i t, 0 t     

   
1 22 2

0
2 2

C
z dz i t i dt    

0                  2 


2 i

C

 2 0 2 2 i   沿折线从 ；

 
3

2 2 11

3 3 3

i
i
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   12 2 0 1：C z t   t  

1

1
2 2

0

8
     4 2

3C
z dz t dt    

 2 2 0 1：C z it   t   

 
2

1 22

0

11
     2 2

3C
  z dz it idt i       

1 2

2 2 2 2 11
  

3 3C C C
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0                  2 
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结果 等，不是偶然的。沿两个不同路线积分相

事实上： 

 2 2 2 2
C C

z dz x y dx xydy   

  路径无关，公式右边两个积分均与

也与路径无关
C

dzz
2

 2 22
C

i xydx x y dy  
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2

C
  z dz由前边例子我们看到， 与积分路径无关

   
C

f z f z dz问： 满足什么条件， 与路径无关？

分析     0首先 与路径无关
C

f z dz f z dz  

   
C CC

udyvdxivdyudxdzzf而

(?) 

Green公式 

C  R方程 

d d d d( ) ( )
G G

v u u v
x y i x y

x y x y

   
   

    

0

3.2 柯西-古萨基本定理 
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要求   C B是单连通区域 内的简单闭曲线，

   u x, y ,v x, y B在 内有连续偏导，

 x y x yv u ,u C Rv   且 方程

Cauchy定理  f z B若 是单连通区域 内的解析函数，

 f z B C且 连续，则对 内的任一简单闭曲线

  0
C

f z dz 有

3.2 柯西-古萨基本定理 
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柯西-古萨(Cauchy - Goursat )定理 

 f z B B设 是单连通区域 内的解析函数，则对 内

C ,的任一简单闭曲线（可以不是简单的）有

 这里不注： 予以证明.

B

C

  0
C

f z dz 

3.2 柯西-古萨基本定理 



场论与复变函数     Field Theory and Complex Variable Functions 26 

定理的推广 

C B设 为区域 的边界，

  1 f z B C若 在 内及 上处处解析，则

  2 f z B B若 在 内解析，在 上连续，则

B

C

  0
C

f z dz 

  0
C

f z dz 

3.2 柯西-古萨基本定理 
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D若 是复连通问题 区域，如何？

分析   内解析在复连通区域设 Dzf

 1 C D C D, 若 是 内简单曲线，且 的内部含于

C

  0
C

f z dz 则
D

3.3 柯西-古萨定理的推广-复合闭路定
理 
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   2 C D C若 是 内简单闭曲线，且 的内部有不

       0 0
AFBB F A BEAA E B

f z dz , f z dz
     

  则

DC

A


 F


E


B

B


 E


A


F 

1 1D C C C,C属于 的点，又 含于 内，且 围成

1D D.的区域 全含于

C1 

D1 

3.3 柯西-古萨定理的推广-复合闭路定
理 
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1C

     0     1
C

f z dz f z dz


   相加得

     
1

         2  
C C

f z dz f z dz   即 — 闭路变形原理

 1          C C  若记 —称为复合闭路 或围线

   
 01 dzzf式为则

 外围线积分 内围线积分

3.3 柯西-古萨定理的推广-复合闭路定
理 
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复合闭路定理 C D设 是复连通区域 内一条简单闭曲线，

1 2 nC ,C , C C是 内的简单闭曲线，且互不包含也不相交，

 1 2 1nC C C C D D f z, , , ,并且以 为边界的区域， 全包含于 若

D在 内解析，

    
1

   1
k

n

C C
k

f z dz f z dz


  则

   2 0   f z dz ,


 1  nC C C      复合闭路

D C

1C2C

3.3 柯西-古萨定理的推广-复合闭路定
理 



场论与复变函数     Field Theory and Complex Variable Functions 31 

推广 
1 nD C C C     设 的边界是复合回路

  上解析，在又 Dzf

   
1

  0
n

C C C
f z dz f z dz

    
  则

内围线上积分之和即外围线积分   

C

1C

2C3C

   
1 k

n

C C
k

f z dz f z dz


 或

3.3 柯西-古萨定理的推广-复合闭路定
理 
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22

1
1    

1z
dz

z 例 求

解   
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1

1

1

2

1

1

1
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zzz
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1 1 2 21 1C : z ,C : z    作圆

C

1C 2C

1


1


 1 2C ,C 互不相交，互不包含

22

1
  

1z
dz

z 则

02
2

1
2

2

1
  ii 

1 2

1 1 1 1 1 1

2 1 1 2 1 1C C
dz dz

z z z z

   
      

      
 

3.3 柯西-古萨定理的推广-复合闭路定
理 
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2

2 1
2   1

z
dz, z

z z





例 求 是包含 在内的任何正向

解   2

2 1
 

z
f z

z z








1C
 

2C.简单闭曲线

0 1z z  有两个奇点 及 均在 内

则 2

2 -1z
dz

z z 
1 2

1 1 1 1

1 1C C
dz dz

z z z z

   
      

    
 

iii  42002 

1 1

1z z
 



 
2 1

1

z

z z






3.3 柯西-古萨定理的推广-复合闭路定
理 
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令 解 ,
12

)(
2

zz

z
zf




 则 ,

1

11
)(




zz
zf .1,0z奇点为 

2

1
|3| z(1) 当 C 为                   时， .0d

12
2





 C

z
zz
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I
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2

1
|3| z .1

12

2

2

2


yx

(1) (2) 

  ,d
12

2





C
z

zz

z
I 其中 C 为： 例3 计算 

C 

3 2 1 0 

3.3 柯西-古萨定理的推广-复合闭路定
理 
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令 解 

C1 C2 
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(2) 当 C 为                       时， 1
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I 其中 C 为： 例3 计算 

C 

3 2 1 0 

3.3 柯西-古萨定理的推广-复合闭路定
理 
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由C-G定理可以证明： 

定理1  f z B若 在单连通区域 内处处解析，

 
C

f z dz C则 与连接起点及终点的路线 无关 

如图：

z z0 , ,起点为定点 终点为定点

   
z

z
F z f d



  则 变上限单值函数
0

  

B

0z 

z 只与起点,终点有关

3.4 原函数与不定积分 
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定理2  f z B若 在单连通区域 内处处解析，   

     F z B F z f z  则 也在 内解析，并且

证明： 

   
 

z

F z z F z
lim f z

z





  
 

 
只要证：分析

0

z B, 

B

0z 


z

K

z z

z K B以 为中心作小圆 包含于 内， z z K 且

3.4 原函数与不定积分 
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   F z z F z

z

  


则  

 
z z

z
f d

z



  
 
1

   
 

F z z F z
f z

z





 
 

   
z z z

z z
f d f d

z

      
    

0 0

1

   
z z z z

z z
f d f z d

z

 

  


   
   

1    
z z

z
f f z d

z



    






 f z B又 在 内解析，  

    
z

B f f z





故在 内连续 lim

3.4 原函数与不定积分 
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故 
   

 
F z z F z

f z
z





 


   
     

0z
F

F z z F z
lim f z , f

z
z z



 

 
  即

z
z

  


   
1

   
z z

z
f f z ds

z








 
1

 0 0 R z         , ，当 〈 时，

   f f z  

   
z z

z
f f z d

z



    






3.4 原函数与不定积分 
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另一种证法    
z

z
F z f z dz 

0

   P x y iQ x y


 , ,  由于 在 内解析，f z B 

     
所以积分 及 与路径无关。udx vdy vdx udy  

 

 

 

 x y x y

x y x y
udx vdy i vdx udy    

0 0 0 0

, ,

, ,

   dP x y udx vdy dQ x y vdx udy    , , ,故

而 x y x yP u P v Q v Q u        ,   ,  ,    

且连续x y y xP Q P Q            ,

3.4 原函数与不定积分 
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 F z P iQ C R  即 满足 方程， P Q且 有连续偏导,

     x xF z F z P iQ u iv f z     解析，且

   即 F z f z 

注：此结论与《高数》类似，故同样引入原函数 

与不定积分的概念 

3.4 原函数与不定积分 
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定义（原函数） 

       B z f z , z f z  若在区域 内， 则称 是

 显然，若 在单连通区域 内解析，f z B

     
0

则 就是 的一个原函数
z

z
F z f d f z    

   且原函数之间相差一个常数， z F z c,   

（这一点很容易证明）.

的一个原函数

3.4 原函数与不定积分 
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定义（不定积分） 

   的全体原函数，称为 的不定积分.f z f z

        f z dz F z c F z f z  记为： 是 的一个原函数

定理3  若 在单连通区域 内处处解析，f z B

   为 的一个原函数，G z f z

     0 1 1 0则对 有z ,z B, f z dz G z G z   
1

0

z

z
    

莱布尼兹公式类似牛顿

3.4 原函数与不定积分 
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证明    
0

也是 的原函数
z

z
f z dz f z        

   
0

z

z
f z dz G z c    

 
00

    zGcGCzz  基本定理，得时，根据当

     
0

0

z

z
f z dz G z G z 因此     

     
1

0
1 0

z

z
f z dz G z G z 或

3.4 原函数与不定积分 
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2

0
1

2

i z
cos dz

 

例 计算 

解 
2

0 2

i z
cos dz

 



0
2 

i

z cos zdz例 计算

解 
00 0

ii i
z cos zdz z sinz cos z   

1 1
11 1

2 2

e e e e
i e

i

 
 

    

2 1ch2cos i

2

0

2
2

i
z

sin

 

 
  

 

3.4 原函数与不定积分 
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0

显然 在 内不解析
f x

C
z z

( )

问题 

  0B f z B z B,设 为单连通区域， 在 内解析，

 

0
C

f z
C dz ?

z z


且在简单闭曲线 内，则

BC


1C0z

1 0 1C z z R, C C 作圆 ： = 且

3.5 Cauchy积分公式 
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分析   1若f z ,

1
0 0

1
2则

C C

dz
dz i

z z z z
 

  

  1若f z , 

   
1

0 0
C C

f z f z
dz dz

z z z z


  则

     
1

0 0

0

2 0(猜测) 时
C

dz
f z if z R

z z
  



3.5 Cauchy积分公式 
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定理（Caychy积分公式） 

   设 在区域 内处处解析 不一定是单连通区域 ，f z D

是 内任何一条正向简单闭曲线，且 的内部含于C D C D,

0为 内一点，z C
DC


0z 

 
0

0

1

2 C

f z
f z dz

i z z


  则

 
 0

0

2
C

f z
dz if z

z z


  或

3.5 Cauchy积分公式 
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分析 

 
 0

0

2
C

f z
dz if z

z z


     

   0

0

0只要证：
C

f z f z
dz

z z


 


证明： 

      
0

0 由 在 内处处解析得
z z
lim f z f z f z D


   

   0 00 0 z z f z f z        〉， 〉，当 时，

0取 作圆周 ：R , K z z R   

DC


0z

k

3.5 Cauchy积分公式 
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       0 0

0 0

则
C K

f z f z f z f z
dz dz

z z z z

 


     

       00

0 0

而
K K

f z f zf z f z
dz ds

z z z z




  

2 2 0R
R


    

   0

0

0即
K

f z f z
dz

z z




  
 

 0

0

2
C

f z
dz if z

z z
 

   

3.5 Cauchy积分公式 
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注 
0若 ： i

C z z Re
 

 
 

0

0

1

2
则

C

f z
f z dz

i z z


 

 2 0

0

1

2

i

i

i

f z Re
i Re d

i Re












 

 
2

0
0

1

2

i
f z Re d


 


     

即圆心点的值=圆边界上函数值的平均值 

3.5 Cauchy积分公式 
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在边界 C 上连续，             则 

定理 如果函数         在区域 D 内解析， D 
 

 C 
0z

)(zf

,0 Dz 

意义 

z

z

.)(,d
)(

2

1
)( Dz

z

f

iπ
zf

C



  





将     换成   ，积分变量    换成    ， 0z z z 

 解析函数在其解析区域内的值完全由边界上的值确定。 

 换句话说，解析函数可用其解析区域边界上的值以一种 

特定的积分形式表达出来。 



则上式变为 

3.5 Cauchy积分公式 
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1例 求下列各积分 

 
2

2

1
1

2 1z

z
dz

i z   

解 2

2

1

2 1
      

z

z
dz

i z  

 
1 3

2
z

cos z
dz

z    

解 

1 3
 

z

cos z
dz

z   

1 4

2

1
1

z
z


  

1z
f z




2 i 2 i cos 

3.5 Cauchy积分公式 
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   22

3
9

  
z

zdz

z z i  


解    22 9
 

z

zdz

z z i  


2
2

9 5

i
i

i





  



  42 2
4

1
  

z

z
dz

z  

解   4
2 2 1

1
在 内， 只有奇点

z
z f z z

z
   



   2

2 2

1

1 1

1z

z z
dz

z 

 
 

原式
1

2
2 2 2

i i


  


2

2

9
z

z

z
dz

z i






3.5 Cauchy积分公式 
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1 2 2 1 0

1 2

2  D f z D

K K , K K , Z

K ,K

例 设区域 是圆环域， 在 内解析，以圆环

的中心为中心作正向圆周 与 包含 为

之间任意一点.

 
 

1 2
0

0

1

2 K K

f z
f z

i z z
 


   

试证： 仍成立

证明 

 
 

0

0

在除 外均解析
f z

F z z
z z




0作充分小圆周 ：K z z r 

2K




0z

K

1K

3.5 Cauchy积分公式 
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  2 1F z K K K    则 在围线 所围区域上解析。

由复合闭路定理： 
   

 
1 2

0

0 0

2
K K K

f z f z
dz dz if z

z z z z


 
 

    

 
 

1 2
0

0

即
K K

f z
f z dz

i z z  



1

     
2

3.5 Cauchy积分公式 
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是多连域。 

注意 柯西积分公式中的区域 D 可以 

应用 

 


C
z

zz

zf

iπ
zf d

)(

2

1
)(

0

0

 推出一些理论结果，从而进一步认识解析函数。 

比如对于二连域 D , 

其边界为                     ， 
 21 CCC

.)(,d
)(

2

1
d

)(

2

1
0

00 21

Dzz
zz

zf

iπ
z

zz

zf

iπ CC






 

z
D 

C1 
0z

2C

 反过来计算积分 .)(2d
)(

0

0

zfiπz
zz

zf

C




则 

3.5 Cauchy积分公式 
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 设 在 内及 的边界 上解析f z D D 

 
 

0

0

1

2
  ,

f z
f z dz

i z z


则

Cauchy积分公式推广 

1 2C C C    ( )

C

1C
2C

D

3.5 Cauchy积分公式 
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Cauchy积分公式 在理论上提供了一个研究解析函数 

局部性质的理想工具，其最为显著的作用，就是证明 

了一个解析函数具有各阶导数，而各阶导数也必都解 

析的重要结论（实变函数无此性质） 。 

3.6 解析函数的高阶导数  
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定理  解析函数 的导数仍为解析函数，它的 阶f z n

   
 

 
 0 1

0

1 2
2

导数为
n

nC

f zn!
f z dz n ,

i z z


 



  

 

 
   01

0

2
或

n

nC

f z i
dz f z

n!z z








 

  0其中 为 的解析区域 内围绕 的任何一条C f z D z

注意： C .被积函数在 内只有一个奇点

正向简单闭曲线，并且 的内部全含于C D.

3.6 解析函数的高阶导数  
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公式记忆方法  
 

0

0

1

2 C

f z
f z dz

i z z




0两边对 求 阶导.z n  D

 0z

C
d


0z z 

证明 1n 先证 时成立，

 
   0 0

0
0

由定义
z

f z z f z
f z lim

z





 
 

 
 

 
0 2

0

1

2
( 证 即

C

f z
f z dz

i z z
 




)

3.6 解析函数的高阶导数  
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C根据公式对 进行积分得：

   0 0f z z f z

z





 

 

   
2

0 0

1

2 C

f z
dz

i z z z z z


  
 

 
 

 

0 0

1 1 1

2 2C C

f z dz f z dz

z i z z z i z z   

 
  

   
 

   

   
0

2

0 0

1

2 C

z z z z f z
dz

i z z z z z

 

 

  


  


 

 
2

0

1

2 C

f z
dz

i z z





 

   
2

0 0
2 C

f zz
dz

i z z z z z



 


  


3.6 解析函数的高阶导数  
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2

0 0
2 C

f zz
I dz

i z z z z z

 

 


  
记

 

   
2

0 0
2 C

z f z
I dz

z z z z z



 


  
其中

     f z C在 上解析  f z 连续，从而有界。

  0M , C f z M  即 使得在 上

 
2

0 0
2 C

f zz
ds

z z z z z



 


  


3.6 解析函数的高阶导数  
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 0 0 设 到 上最短距离 ，
z C

d min z z z C


  1

2
且 z d

0

0

1 1
      z z d ,

z z d
  


则

0 0

0

1 2
    

2

d
z z z z z z ,

z z z d
 


      

 

3 3

2

2 C

z M ML
I ds z

d d




 
   

0 0z I  因而，当 时，

 
 

 
0 2

0

1

2
从而

C

f z
f z dz

i z z
 




3.6 解析函数的高阶导数  
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3

0

2

2 C

f z!
f z

i z z dz
 


其次，同样方法可证明：

以下用归纳法即可证明结论的正确性.

注意：此定理数说明：一个解析函数的任意阶导数 

         仍解析. 

3.6 解析函数的高阶导数  
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2

3

5 3 2
1 1

1
例 计算 是 的正向。

C

z z
dz,C z r

z

 
 




解   35 3 2f z z z C  显然 在 内解析

0  1 2是 内的点，z C n 

原式



r1

10 i10i  
2

1
2

i
f

!




3.6 解析函数的高阶导数  
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 3 22
2

1
例 计算

z

dz

z z 


解  
 3 2

1
2 z 0,-1 1

1
在 ： 内有三个奇点F z C z ,

z z
  



1 2 3C ,C ,C作三个小圆周

 
0

1C

1

2C

1

3C

 

 

1 2

3

3
2

3

3

11
11   

1
1

1

1

则原式
C C

C

z zz
dz dz

z z

z z
dz

z

 







 



3.6 解析函数的高阶导数  
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   2 3 3

1 1
0

2 1 1 1
2 2

2 1 1 1
z z

z

i
i i

! z z z z z


 

 



 

      
   

 2 0i i i       

另一种解法 
  33 2

1 1
1 1 1 2 2

1 11 z z z zz z
    

 

  33 2

1 1 1

1C C C
dz dz dz

z zz z

   
       

    
  

1 1
2 2 0
1 1C C

dz dz
z z

  
  

3.6 解析函数的高阶导数  
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例3（Cauchy基本定理的逆定理：Morera摩勒拉） 

 

 

  

0

在单连通区域 内连续，且对于 内任意简单

闭曲线 都有
C

f z B B

C f z dz 

 f z B证明： 在 内解析.

此定理给出了判别解析的另一充要条件. 

3.6 解析函数的高阶导数  
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证明 
0 B z B,在 内取定点

  0
C

z B, f z dz  则 由 知，

   
0

z

z
F z f d   是与路径无关的单值函数

    2 F z f z 且与第四节定理 同样的证法，得

  F z即 解析.

   F z f z 又由高阶导定理知： 解析 解析

0z

z




B 

3.6 解析函数的高阶导数  



场论与复变函数     Field Theory and Complex Variable Functions 71 

调和函数  x, y D设 在区域 内有二阶连续偏导，

2 2

2 2
   0 且满足 方程：Laplace

x y

 
 

 

 

 x, y D则称 为区域 内的调和函数

共轭调和函数    设 是区域 内的

调和函数

u x, y ,v x, y D

        - 
u v v u

,
x y x y

   
 

   
且

   则称 是 的共轭调和函数.v x, y u x, y

3.7 解析函数与调和函数的关系 



场论与复变函数     Field Theory and Complex Variable Functions 72 

注意：    u x, y v x, y不一定是 的共轭调和函数，

      - )(除非
v u u v

,
x y x y

   
 

   

定理（调和函数与解析函数的关系） 

     f z u x, y iv x, y D 若 在区域 内解析，

   1 u x, y v x, y D则 与 都是 内的调和函数

    2 v x, y u x, y是 的共轭调和函数

3.7 解析函数与调和函数的关系 
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证明  1 f z u iv D  在 内解析

            1
u v v u

,
x y x y

   
   

   

2 2 2 2

2 2
     

u v v u
,

x y x x y y

   
  

     
从而

2 2 2 2

2 2
   0        

u u v v

x y y x x y

    
    

      

2 2

2 2
   0 

v v

x y

 
 

 
同理得

     2 1 v x, y u x, y由 式说明： 是 的共轭调和函数.

3.7 解析函数与调和函数的关系 
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注意： 1      的反之不一定成立

2 的反之成立

3.7 解析函数与调和函数的关系 
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构造解析函数 

问题 已知实部 u，求虚部 v (或者已知虚部 v，求实部 u )， 

使                                          解析，且满足指定的条件。 ),(),()( yxviyxuzf 

注意 
 必须首先检验 u 或 v 是否为调和函数。 

方法  偏积分法 

 全微分法 

构造解析函数                                          的依据： ),(),()( yxviyxuzf 依据 

 (1) u 和 v 本身必须都是调和函数； 

 (2) u 和 v 之间必须满足 C  R 方程。 

3.7 解析函数与调和函数的关系 
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方法  偏积分法 ( 不妨仅考虑已知实部 u 的情形 ) 

(1) 由 u 及 C  R 方程 

(2) 将 (A) 式的两边对变量 y 进行(偏)积分得： 

 







 y

x

u
y

y

v
yxv dd),(

其中，            已知，而          待定。 ),(~ yxv )( x

(3) 将 (C ) 式代入 (B ) 式，求解即可得到函数 .)( x

得到待定函数 v 

的两个偏导数： 

,
x

u

y

v










.
y

u

x

v




















(A) 

(B ) 

cyxv  ),(~ (C ) ,)( x

3.7 解析函数与调和函数的关系 
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C 

方法  全微分法 ( 不妨仅考虑已知实部 u 的情形 ) 

(1) 由 u
 及 C  R 方程得到待定函数 v 的全微分： 

(2) 利用第二类曲线积分(与路径无关) 得到原函数： 

.ddddd y
x

u
x

y

u
y

y

v
x

x

v
v





















cy
y

u
x

y

u
yxv

yx

yx










 

),(

),( 00

dd),(

),( yx

),( 00 yx

C0 

C1 

C2 
.dd cy

y

u
x

y

u

C










 

其中，            或 0CC  .21 CC 

3.7 解析函数与调和函数的关系 
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  3 21 3u x, y y x y 例 证明 为调和函数，并求其共

证明 
2 2

2 2
  1 6     6

u u
y, y

x y

 
  

 

2 2

2 2
0

u u

x y

 
  

 

 u x, y故 为调和函数

 v x, y 轭调和函数 和由它们构成的解析函数.

6由
v u

xy,
y x

 
  

 

 2 2 2          3 3 3
v u

y x y x
x y


 

      
 

又 即

  2       3        x x 从而得   3
x x c  

2)法一 

 26 3得v xydy xy x     

3.7 解析函数与调和函数的关系 
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  2 3    v 3x, y xy x c   从而

得到一个解析函数

   3    z x iy, W f z i z c    令 可化为

 3 2 2 33 3W y x y i x y x c     

   设 的调和函数为u x, y v x, y

     W f z u x, y iv x, y  则 解析

   2 2  6 3 3x x x yf z u iv u iu xy i y x        故

 2 2 2   3 2 3i x y i xy iz    

   3 3

1f z iz c i z c    

法二 

3.7 解析函数与调和函数的关系 
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2 2
2

y
v ,

x y



例 已知一调和函数 求一解析函数

解   x x y xf z u iv v iv    

   

2 2

2 2
2 2 2 2

2
 

x y xy
i

x y x y

 
 

   

 

 

2
2 2

2 2 2
2 2

2 1zx y xyi

zz zx y

 
  



   2 0f z u iv, f  使得

    2 0      又 f ,

 
1 1

   
2

从而有 f z
z

 

 
1

f z c
z

   

1 1
0 

2 2
故 c c    

3.7 解析函数与调和函数的关系 
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The End. 


