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图的矩阵表示
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邻接矩阵

定义
所谓邻接矩阵 (adjacency matrix) 是指 v×v 矩阵
A = (aij), aij = µ(xi, xj), 这里 µ(xi, xj) 表示有向图 D 中以 xi 为起
点、以 xj 为终点的有向边的数目或者无向图 G 中连接 xi 和 xj
的边的数目 (无向图中的一个环要计算两次).
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邻接矩阵
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邻接矩阵
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关联矩阵

定义
图的关联矩阵 (incidence matrix) 是指 v × ϵ 矩阵
M = (mx(a)), x ∈ V, a ∈ E, 并且对无环有向图 D, 有

mx(a) =


1 a以x为起点
−1 a以x为终点
0 其他

而对无向图 G (可以有环), 有

mx(a) =
{
1 a以x为端点
0 其他
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关联矩阵
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关联矩阵
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邻接矩阵和关联矩阵之间的联系：Kirchhoff 矩阵
设 A 是顶点集 V = {x1, x2, · · · , xv} 的无环无向图 G 的邻接矩阵,
B 是对角元素为 bii = dG(xi) 的 v 阶对角方阵. 设 M 是 G 的任何
一个定向图 D 的关联矩阵, 则

B−A = MMT
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邻接矩阵定理

定理
设 A 是有向图 D 的邻接矩阵, 则 Ak 中 (i, j) 元素是 D 中长为 k
的 (xi, xj) 链的数目.
证明.
▶ 对 k ≥ 1 用归纳法. 当 k = 1 时, 由邻接矩阵 A = (aij) 的定
义知结论显然成立.

▶ 假定 Ak−1 中 (i, j) 元素 a(k−1)
ij 为 D 中长为 k−1 的 (xi, xj)

链的数目, 并设 a(k)ij 为 Ak 中 (i, j) 元素.
▶ 由于 Ak = Ak−1A, 所以

a(k)ij =

v∑
l=1

a(k−1)
il alj

由于 D 中每条长为 k 的 (xi, xj) 链都是由长为 k−1 的 (xi, xl)
链 (1 ≤ l ≤ v), 再接上边 (xl, xj) 得到的. 所以由归纳假设和
上式，定理得证。


