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“周游世界”问题

▶ 数学家 William Hamilton 设计了一个游戏: 给定世界上 20
个城市, 用一个代表地球的十二面体 (见图 (a) ) 的 20 个顶
点分别代表这 20 个城市.

▶ 从某一顶点出发, 沿着十二面体的棱, 经过每个顶点恰好一
次, 最后回到出发点.

▶ 这个问题归结为图 (b) 所示的图中寻找一个 Hamilton 圈.
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Hamilton 图

定义

▶ 包含 G(或 D) 中每个顶点的圈 (或有向圈) 被称为Hamilton
圈 (或 Hamilton 有向圈).

▶ 含 Hamilton 圈的无向图和含 Hamilton 有向圈的有向图统称
为 Hamilton 图.

▶ 不含 Hamilton 圈的图被称为非 Hamilton 图.
▶ 判断给定的图是否是 Hamilton 图的问题被称为Hamilton 问
题.

▶ 完全图 Kn 必含 Hamilton 圈.
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Hamilton 图

定义

▶ 包含 G(或 D) 中每个顶点的圈 (或有向圈) 被称为Hamilton
圈 (或 Hamilton 有向圈).

▶ 含 Hamilton 圈的无向图和含 Hamilton 有向圈的有向图统称
为 Hamilton 图.

▶ 不含 Hamilton 圈的图被称为非 Hamilton 图.
▶ 判断给定的图是否是 Hamilton 图的问题被称为Hamilton 问
题.

▶ 完全图 Kn 必含 Hamilton 圈.
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Hamilton 图的一个必要不充分条件

定理
设 G 是 Hamilton 图, 则 ω(G−S) ≤ |S|, ∀S ⊂ V(G).

证明.
▶ 设 C 是 G 中 Hamilton 圈, 则

ω(C−S) ≤ |S|,∀S ⊂ V(C) = V(G).

▶ 由于 C−S 是 G−S 的支撑子图, 所以

ω(G−S) ≤ ω(C − S) ≤ |S|, ∀S ⊂ V(C) = V(G).

定理得证.
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Petersen 图是非 Hamilton 图

▶ 设 Petersen 图 G 是 Hamilton 图.
▶ 令边子集 T = {16, 27, 38, 49, 50}, 则 G−T 是不连通的.
▶ 所以, G 中任何一个 Hamilton 圈必含 T 中偶条边.
▶ 容易看出, 若某圈只含 T 中两条边, 则该圈必不是 Hamilton
圈.

▶ 于是 G 中每个 Hamilton 圈必含 T 中四条边.
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Petersen 图是非 Hamilton 图

▶ 不妨设 C 是含边 27, 38, 49, 50 而不含 16 的 Hamilton 圈, 则
C 必含边 12, 15, 68, 69, 并且边 23, 45 必不在 C 中.

▶ 由于顶点 3 和 4 在 C 中, 所以边 34 必在 C 中.
▶ 于是边集 {34, 49, 96, 68, 83} 构成一个圈且含在 C 中, 这不
可能.

▶ 因而 Petersen 图是非 Hamilton 图.
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Petersen 图满足定理 1.8.1 的条件

容易验证 Petersen 图满足 ω(G−S) ≤ |S|, ∀S ⊂ V(G)，因此该条
件是 Hamilton 图的一个必要不充分条件.
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Hamilton 图的一个必要不充分条件

推论
每个 Hamilton 图都无割点.

推论
奇阶 2 部图是非 Hamilton 图.

证明.
▶ 设 G = (X ∪ Y,E) 是奇阶 2 部图, 则 |X| ̸= |Y|. 不妨设

|X| < |Y|.
▶ 因为 ω(G−X) = |Y| > |X|, 不满足定理 1.8.1 中的必要条件,
故 G 是非 Hamilton 图.
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Hamilton 图的一个必要不充分条件

推论
每个 Hamilton 图都无割点.

推论
奇阶 2 部图是非 Hamilton 图.

证明.
▶ 设 G = (X ∪ Y,E) 是奇阶 2 部图, 则 |X| ̸= |Y|. 不妨设

|X| < |Y|.
▶ 因为 ω(G−X) = |Y| > |X|, 不满足定理 1.8.1 中的必要条件,
故 G 是非 Hamilton 图.
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极大非 Hamilton 图

定义
设 G 是非 Hamilton 图, 则当 v ≥ 3 时, G 不是完全图. 若对 G 中
任何不相邻的两顶点 x 和 y, G + xy 是 Hamilton 图, 则称 G 为极
大非 Hamilton 图 (maximal non-hamiltonian graph).
极大非 Hamilton 图 G 具有这样的性质: 对任何不相邻的两顶点
x 和 y, 存在 xy-Hamilton 路.
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Dirac 引理
引理
设 G 是 v(≥ 3) 阶简单无向图. 若 G 是极大非 Hamilton 图, 则对
G 的任何不相邻的两顶点 x 和 y, dG(x) + dG(y) ≤ v−1 .
证明.
▶ 设 G 是极大非 Hamilton 图. 由于 v ≥ 3, 所以 G 是非完全
图.

▶ 令 x 和 y 是 G 中任意不相邻的两顶点, 则 G + xy 是
Hamilton 图, G + xy 中任何 Hamilton 圈都含边 xy.

▶ 因此, G 中含 xy-Hamilton 路
P = (x = x1, x2, · · · , xv−1, xv = y).

▶ 令

S ={xi ∈ V(P) : xxi+1 ∈ E(G), 1 ≤ i ≤ v−2},
T ={xj ∈ V(P) : yxj ∈ E(G), 2 ≤ j ≤ v−1}
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Dirac 引理
cont.
▶ 由于 G 是简单图, 所以 |S| = dG(x), |T| = dG(y).
▶ 又 y 不在 S ∪ T 中, 所以 |S ∪ T| ≤ v−1.
▶ 若 S ∩ T ̸= ∅, 取 xi ∈ S ∩ T, 则

C = (x, xi+1, · · · , xv−1, y, xi, · · · , x2, x)

是 G 中 Hamilton 圈, 矛盾于 G 的假定. 所以 |S ∩ T| = ∅.
▶ 于是

dG(x) + dG(y) = |S|+ |T| = |S ∪ T| ≤ v−1

引理得证.
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Dirac 定理

推论
任意非 Hamilton 图满足对 G 的任何不相邻的两顶点 x 和 y,
dG(x) + dG(y) ≤ v−1 .

定理
设 G 是 v(≥ 3) 阶简单图. 若 δ(G) ≥ v

2 , 则 G 是 Hamilton 图.

证明.
设 G 是满足 δ(G) ≥ v

2 的非 Hamilton 图, 则对 G 中任何不相邻
的两顶点 x 和 y, 有 dG(x) + dG(y) ≥ 2δ(G) ≥ v, 矛盾于引理推论.
故 G 是 Hamilton 图.
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Dirac 定理

推论
任意非 Hamilton 图满足对 G 的任何不相邻的两顶点 x 和 y,
dG(x) + dG(y) ≤ v−1 .

定理
设 G 是 v(≥ 3) 阶简单图. 若 δ(G) ≥ v

2 , 则 G 是 Hamilton 图.

证明.
设 G 是满足 δ(G) ≥ v

2 的非 Hamilton 图, 则对 G 中任何不相邻
的两顶点 x 和 y, 有 dG(x) + dG(y) ≥ 2δ(G) ≥ v, 矛盾于引理推论.
故 G 是 Hamilton 图.



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

Dirac 定理

推论
任意非 Hamilton 图满足对 G 的任何不相邻的两顶点 x 和 y,
dG(x) + dG(y) ≤ v−1 .

定理
设 G 是 v(≥ 3) 阶简单图. 若 δ(G) ≥ v

2 , 则 G 是 Hamilton 图.

证明.
设 G 是满足 δ(G) ≥ v

2 的非 Hamilton 图, 则对 G 中任何不相邻
的两顶点 x 和 y, 有 dG(x) + dG(y) ≥ 2δ(G) ≥ v, 矛盾于引理推论.
故 G 是 Hamilton 图.
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Dirac 定理的推广

定理 (Ore(1960))
设 G 是 v(≥ 3) 阶简单图. 若 dG(x) + dG(y) ≥ v,∀x, y ∈ V(G) 且
xy ̸= E(G), 则 G 是 Hamilton 图.

定理 (Pósa (1962) )
设 G 是 v(≥ 3) 阶简单无向图, 若

|{z ∈ V(G) : dG(z) ≤ i}| < i, 1 ≤ i ≤ 1

2
v

则 G 是 Hamilton 图.
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Dirac 定理的推广

定理 (Ore(1960))
设 G 是 v(≥ 3) 阶简单图. 若 dG(x) + dG(y) ≥ v,∀x, y ∈ V(G) 且
xy ̸= E(G), 则 G 是 Hamilton 图.

定理 (Pósa (1962) )
设 G 是 v(≥ 3) 阶简单无向图, 若

|{z ∈ V(G) : dG(z) ≤ i}| < i, 1 ≤ i ≤ 1

2
v

则 G 是 Hamilton 图.
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Hamilton 图和 Euler 图的关系
定理
设 D 是连通有向图. 则 L(D) 是 Hamilton 图 ⇔ D 是 Euler 图.

证明.
▶ (⇐) 假定 D 是 Euler 图, C 是 D 中 Euler 回.
▶ 则 C 的线图 L(C) 显然是 L(D) 中 Hamilton 圈.
▶ (⇒) 因为环的存在不影响 Hamilton 圈的存在性, 所以不妨
假定 D 无环.

▶ 设 H 是 L(D) 中 Hamilton 圈, 则 L(D) 是强连通的.
▶ 由习题 1.5.7 知 D 是强连通的. 由线图的定义, L(D) 的顶点
集是 D 的边集, H 包含 D 中所有的边.

▶ 对每个 x ∈ V(D),H 必经过 E−
D(x) 中的边到 E+

D(x) 中的边.
▶ 这意味着对每个 x ∈ V(D), 均有 |E−

D(x)| = |E+
D(x)|.

▶ 因此, 由定理 1.7.1 知 D 是 Euler 图.
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总结

1. Hamilton 图的定义
2. Hamilton 图的必要条件: 设 G 是 Hamilton 图, 则

ω(G−S) ≤ |S|,∀S ⊂ V(G).
3. Hamilton 图的充分条件：Dirac 定理及其推广
4. Hamilton 图和 Euler 图的关系
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