
.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

Euler 图
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Euler 图
▶ 包含图中每个点和每条边的迹 (或有向迹) 被称为该图
的Euler 迹 (或 Euler 有向迹).

▶ 起点为 x 、终点为 y 的 Euler 迹 (或 Euler 有向迹) 记为
xy-Euler 迹 (或 (x, y)-Euler 迹).

▶ 闭的 Euler 迹 (Euler 有向迹) 被称为Euler 回 (Euler 有向回).
▶ 含 Euler 回的无向图和含 Euler 有向回的有向图被统称
为Euler 图.
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Euler 有向图判定定理
定理
有向图 D 是 Euler 图 ⇔ D 是连通平衡图.
证明.
▶ (⇒) 设 D 是 Euler 图, 则由定义知 D 是连通的. 设 C 是 D
中 Euler 有向回.

▶ 由于 C 包含 D 中每条边和每个顶点, 所以对任意 x ∈ V(C),
沿 C 的正向行进时, 作为 C 的顶点 x 每出现一次, 就有一条
边进入 x, 同时也有一条边离开 x.

▶ 于是 d+D(x) = d−
D(x), 即 D 是平衡图.

▶ (⇐) 反证法. 取边数尽可能少的非平凡连通且不含 Euler 有
向回的平衡图 D.

▶ 由于 δ+ = δ− > 0, 所以 (见例 1.6.2) D 中含有向圈.
▶ 设 C 是 D 中最长有向回.
▶ 由于 D 不含 Euler 有向回, 所以 D−E(C) 中存在连通分支

D′, 使 ϵ(D′) > 0.
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Euler 有向图判定定理

cont.
▶ 由于 D 和 C 都是平衡图, 所以 D′ 也是平衡图且

ϵ(D′) < ϵ(D).
▶ 于是, 由 D 的选取知 D′ 含有向 Euler 回 C′.
▶ 因为 D 是连通的, 所以 V(C) ∩ V(C′) ̸= ∅.
▶ 于是 C ⊕ C′ 是 D 中有向回.
▶ 但是 ϵ(C ⊕ C′) > ϵ(C), 矛盾于 C 的选取.
▶ 所以 D 是 Euler 图.
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Euler 有向图判定定理

推论
设 D 是非平凡连通有向图, 则 D 有 (x, y)-Euler 迹 ⇔
d+D(x)−d−

D(x) = 1 = d−
D(y)−d+D(y), 而且对任何 u ∈ V(D) \ {x, y},

均有 d+(u) = d−(u).

证明.
令在 D 中添加一条有向边 a = (y, x) 后得到的有向图为 D′.
· · ·
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Euler 无向图判定定理

定理
无向图 G 是 Euler 图 ⇔ G 是连通的偶图 (不含奇度点).

哥尼斯堡七桥问题
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Euler 无向图判定定理

定理
无向图 G 是 Euler 图 ⇔ G 是连通的偶图 (不含奇度点).

哥尼斯堡七桥问题



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

Euler 无向图判定定理

推论
非平凡无向图 G 有 Euler 迹 ⇔ G 连通且最多有两个奇度点.
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一些特殊的 Euler 图
▶ 长为 n(≥ 3) 的有向圈和无向圈都是 Euler 图;
▶ 长为 n(≥ 2) 的有向路和无向路都含 Euler 迹;
▶ 完全有向图和奇阶 n(≥ 3) 的完全无向图都是 Euler 图;
▶ 完全 2 部图 Kn,m 是 Euler 图 ⇔ n 和 m 都是偶数;
▶ 完全 2 部图 K2,m 含 Euler 迹 ⇔ m 是奇数;
▶ n 维超立方体 Qn 是 Euler 图 ⇔ n 是偶数.
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de Bruijn 有向图
定理
de Bruijn 有向图 B(d, n) 是 d 正则的 Euler 有向图.
证明.
▶ 对整数 n ≥ 1 和 d ≥ 2, de Bruijn 有向图 B(d, n) 的顶点集

V(B(d, n)) = {x1x2 · · · xn : xi ∈ {0, 1, · · · , d−1}, 1 ≤ i ≤ n}.
▶ 设 x, y ∈ V(B(d, n)).
▶ 若 x = x1x2 · · · xn, 则有向边

(x, y) ∈ E(B(d, n)) ⇔ y = x2x3 · · · xnα, α ∈ {0, 1, · · · , d−1}
▶ 并记有向边 (x, y) 为 x1x2 · · · xnα.



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

de Bruijn 有向图和 Kautz 有向图
cont.
▶ 由定义立即知 B(d, n) 中无平行边, 而且 V(B(d, n)) 中元素
与分量取值为 0, 1, · · · , d−1 的 n 维向量一一对应, 而后者恰
有 dn 个. 所以 v(B(d, n)) = dn.

▶ 任取 x = x1x2 · · · xn ∈ V(B(d, n)), B(d, n) 中以 x 为起点的边
集和以 x 为终点的边集分别为

E+
B (x) = {x1x2x3 · · · xnα : α ∈ {0, 1, · · · , d−1}},

E−
B (x) = {βx1x2 · · · xn−1xn : β ∈ {0, 1, · · · , d−1}}.

▶ 因此 d+B (x) = |E+
B (x)| = d = |E−

B (x)| = d−
B (x).

▶ 由 x ∈ V(B(d, n)) 的任意性知 B(d, n) 是 d 正则的.
▶ 设 x = x1x2 · · · xn 和 y = y1y2 · · · yn 是 B(d, n) 中两个不同顶
点, 则
(x1x2 · · · xn, x2x3 · · · xny1, · · · , xny1y2 · · · yn−2yn−1, y1y2 · · · yn)
是 B(d, n) 中 (x, y) 链, 故 B(d, n) 是强连通的.

▶ 由定理 1.7.1 知 B(d, n) 是 Euler 有向图.
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Kautz 有向图

定理
Kautz 有向图 K(d, n) 是 d 正则的 Euler 有向图.

证明.
▶ 对整数 n ≥ 2 和 d ≥ 2, Kautz 有向图 K(d, n) 的顶点集

V(K(d, n)) = {x1x2 · · · xn : xi ∈ {0, 1, · · · , d},
1 ≤ i ≤ n, xi ̸= xi+1, 1 ≤ i ≤ n−1}

▶ 设 x, y ∈ V(K(d, n)). 若 x = x1x2 · · · xn, 则有向边

(x, y) ∈ E(K(d, n)) ⇔ y = x2x3 · · · xnα, α ∈ {0, 1, · · · , d}, α ̸= xn

▶ 容易证明: K(d, n) 是 dn + dn−1 阶的 d 正则连通有向图.
▶ 由定理 1.7.1 知它是 Euler 有向图.
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Kautz 有向图
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谢 谢 ！


