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链

定义
图中连接顶点 x 和 y 的 xy-链W, 是指顶点 xi 和边 aj 交错出现的
序列:

W = (x =)xi0ai1xi1ai2 · · · aikxik(= y),

其中与边 aij 相邻的两顶点 xij−1 和 xij 正好是 aij 的两个端点.
▶ 点 x 和 y 被称为 W 的端点；
▶ 其余的点被称为内部点；
▶ W 中边的数目被称为 W 的长度, 简称为长.
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有向图 D 中的链

图: 有向图 D
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有向图 D 中的链

图: (x1, x3)-链 W = x1a1x5a2x5a3x4a3x5a8x2a7x3
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迹

定义
边互不相同的链被称为迹.

图: (x1, x3)-迹 T = x1a1x5a2x5a8x2a7x3
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迹

定义
边互不相同的链被称为迹.

图: (x1, x3)-迹 T = x1a1x5a2x5a8x2a7x3
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路

定义
内部点互不相同的迹被称为路。

图: (x1, x3)-路 P = x1a1x5a8x2a7x3
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路

定义
内部点互不相同的迹被称为路。

图: (x1, x3)-路 P = x1a1x5a8x2a7x3
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有向链 (迹、路)

定义
指定 xy-链 (迹、路)W 的方向从 x 到 y. 若 W 中所有边的方向与
此方向一致，则称 W 为从 x 到 y 的有向链 (迹、路), 记为
(x, y)-链 (迹、路).

图: (x1, x3)-有向链 W’ = x1a1x5a2x5a6x3a4x4a3x5a6x3
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有向链 (迹、路)

定义
指定 xy-链 (迹、路)W 的方向从 x 到 y. 若 W 中所有边的方向与
此方向一致，则称 W 为从 x 到 y 的有向链 (迹、路), 记为
(x, y)-链 (迹、路).

图: (x1, x3)-有向链 W’ = x1a1x5a2x5a6x3a4x4a3x5a6x3
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有向链 (迹、路)

定义
指定 xy-链 (迹、路)W 的方向从 x 到 y. 若 W 中所有边的方向与
此方向一致，则称 W 为从 x 到 y 的有向链 (迹、路), 记为
(x, y)-链 (迹、路).

图: (x1, x3)-有向迹 T’ = x1a1x5a2x5a6x3
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有向链 (迹、路)

定义
指定 xy-链 (迹、路)W 的方向从 x 到 y. 若 W 中所有边的方向与
此方向一致，则称 W 为从 x 到 y 的有向链 (迹、路), 记为
(x, y)-链 (迹、路).

图: (x1, x3)-有向路 P’ = x1a1x5a6x3
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一个关于路的性质

定理
设 G 是简单无向图, δ 为最小顶点度, 则 G 中必含长至少为 δ 的
路.

证明.
▶ 令 P = (x0, x1, · · · , xk) 是 G 中最长路并且 xk ̸= x0;
▶ 由 P 的最长性, NG(x0) = {y1, y2, · · · , ym} ⊆ {x1, x2, · · · , xk}，
所以 k ≥ |NG(x0)|。

▶ 由于 G 是简单图, |NG(x0)| = dG(x0).
▶ 所以 k ≥ |NG(x0)| = dG(x0) ≥ δ，命题得证.
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一个关于路的性质

定理
设 G 是简单无向图, δ 为最小顶点度, 则 G 中必含长至少为 δ 的
路.

证明.
▶ 令 P = (x0, x1, · · · , xk) 是 G 中最长路并且 xk ̸= x0;
▶ 由 P 的最长性, NG(x0) = {y1, y2, · · · , ym} ⊆ {x1, x2, · · · , xk}，
所以 k ≥ |NG(x0)|。

▶ 由于 G 是简单图, |NG(x0)| = dG(x0).
▶ 所以 k ≥ |NG(x0)| = dG(x0) ≥ δ，命题得证.



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

有向路

定理
设 D 是有向图, x, y ∈ V(D). D 包含 (x, y) 路 ⇔ 对任何包含 x 但
不含 y 的子集 S ⊂ V(D), 均有 (S,S) ̸= ∅.
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闭链 (迹、路)

定义
两端点相同的链 (迹、路) 被称为闭链 (闭迹、闭路). 闭迹被称为
回路, 闭路被称为圈。

图: 回路 C = x1a1x5a2x5a6x3a7x2a9x1
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闭链 (迹、路)

定义
两端点相同的链 (迹、路) 被称为闭链 (闭迹、闭路). 闭迹被称为
回路, 闭路被称为圈。

图: 回路 C = x1a1x5a2x5a6x3a7x2a9x1
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闭链 (迹、路)

定义
两端点相同的链 (迹、路) 被称为闭链 (闭迹、闭路). 闭迹被称为
回路, 闭路被称为圈。

图: 圈 C‘ = x1a1x5a6x3a7x2a9x1
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Euler 迹和 Euler 回路
定义

▶ 包含图中每个点和每条边的迹 (或有向迹) 被称为该图
的Euler 迹 (或 Euler 有向迹)

▶ 起点为 x 、终点为 y 的 Euler 迹 (或 Euler 有向迹) 记为
xy-Euler 迹 (或 (x, y)-Euler 迹)

▶ 闭的 Euler 迹 (Euler 有向迹) 被称为Euler 回路 (Euler 有向
回路).

▶ 含 Euler 回的无向图和含 Euler 有向回的有向图被统称
为Euler 图.

图: 哥尼斯堡七桥问题
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Euler 迹和 Euler 回路
定义

▶ 包含图中每个点和每条边的迹 (或有向迹) 被称为该图
的Euler 迹 (或 Euler 有向迹)

▶ 起点为 x 、终点为 y 的 Euler 迹 (或 Euler 有向迹) 记为
xy-Euler 迹 (或 (x, y)-Euler 迹)

▶ 闭的 Euler 迹 (Euler 有向迹) 被称为Euler 回路 (Euler 有向
回路).

▶ 含 Euler 回的无向图和含 Euler 有向回的有向图被统称
为Euler 图.

图: 哥尼斯堡七桥问题
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Hamilton 圈

定义

▶ 包含无向图 G(或有向图 D) 中每个顶点的圈 (或有向圈) 被
称为 Hamilton 圈 (或 Hamilton 有向圈).

▶ 含 Hamilton 圈的无向图和含 Hamilton 有向圈的有向图统称
为Hamilton 图.
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图的连通性
设 x, y ∈ V
▶ 若 D(或 G) 中存在连接 x 和 y 的路, 则称 x 和 y 是 连通的

(connected)
▶ V 中元素之间的连通关系是 V 上的等价关系. 这种等价关系
将 V 分成等价类 V1,V2, · · ·Vω: x 和 y 属于同一类 Vi ⇔ x
和 y 是连通的.

▶ 称子图 D[Vi](或 G[Vi]) (1 ≤ i ≤ ω) 为 D(或 G) 的连通分支
(connected component)

▶ 称 ω 为 D(或 G) 的连通分支数 (number of components), 记
为 ω = ω(D)(或 ω(G)).

▶ 若 ω(D) = 1 (或 ω(G) = 1), 则称 D(或 G) 为连通图
(connected digraph or graph).

▶ 反之称 D(或 G) 为非连通图 (disconnected graph).
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图的连通性
设 D 是有向图, x, y ∈ V(D).
▶ 若 D 中既存在 (x, y) 路又存在 (y, x) 路, 则称 x 和 y 是强连
通的 (strongly connected).

▶ 同样, V 中元素之间的强连通关系是 V 上的等价关系. 由这
种关系得到 V 的等价类 Vi 在 D 中的导出子图 D[Vi] 被称为
D 的强连通分支.

▶ D 的强连通分支数记为 ωs(D).
▶ 若 ωs(D) = 1, 则称 D 为强连通图.
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图的连通性
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图的连通性

定理
设 S 是 V(D) (或 V(G)) 中任意的非空真子集, 则

1. D(或 G) 是连通的 ⇔ [S,S] ̸= ∅;
2. D 是强连通的 ⇔ (S,S) ̸= ∅ 且 (S,S) ̸= ∅.

定理
平衡有向图是强连通的 ⇔ 它是连通的.
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图的连通性

定理
设 S 是 V(D) (或 V(G)) 中任意的非空真子集, 则

1. D(或 G) 是连通的 ⇔ [S,S] ̸= ∅;
2. D 是强连通的 ⇔ (S,S) ̸= ∅ 且 (S,S) ̸= ∅.

定理
平衡有向图是强连通的 ⇔ 它是连通的.
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度与连通性

定理
设 G 是简单无向图, V(G) = {x1, · · · , xv} 且
dG(x1) ≤ · · · ≤ dG(xv). 若对任何 k(1 ≤ k ≤ v−dG(xv)−1), 均有
dG(xk) ≥ k, 则 G 是连通的.
证明.
▶ (反证法) 若 G 是非连通的, 则由定理 1.4.3(a), 存在非空真
子集 S ⊂ V(G), 使得 [S,S] = ∅.

▶ 不妨设 xv ∈ S, 并且令 k = |S|.
▶ 由于 G 是简单图, 所以 |S| ≥ dG(xv) + 1, 并且

k = |S| = v−|S| ≤ v−dG(xv)−1.

▶ 所以对每个 x ∈ S, 均有
dG(x) ≤ |S|−1 = k−1 ≤ v−dG(xv)−2.

▶ 由假定 xk ∈ S(否则矛盾于 dG(xk) ≥ k), S 中最多只含 k−1
个顶点, 矛盾于 |S| = k.
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图的连通性
设 x ∈ V(G), e ∈ E(G).
▶ 若 ω(G−x) > ω(G), 则称 x 为割点 (cut vertex);
▶ 反之称 x 为连通点 (connected vertex).
▶ 若 ω(G−e) > ω(G), 则称 e 为割边 (cut edge), 亦被称为 桥

(bridge);
▶ 反之称 e 为连通边 (connected edge). 不含割点的连通图被
称为块 (block).

▶ 图 G 中不含割点的极大连通子图被称为 G 的块.
▶ 每个图都可以表示成它的块之并. 令 X 是割点集, Y 是块集.
▶ 构作 2 部图 H = (X ∪ Y,E), 这里

xB ∈ E ⇔ x ∈ V(B),B ∈ Y, H 被称为G 的块图.
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图的连通性
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连通点

定理
非平凡连通图至少有两个连通点.
证明.
▶ 设 G 是非平凡连通图, P = x0e1x1 · · · xk−1ekxk 是 G 中最长
路, x0 ̸= xk, k ≥ 1.

▶ 可以断定 P 的两端点 x0 和 xk 都是连通点. 若不然, 设 x0
是割点.

▶ 由于 ω(G−x0) > ω(G), 所以 G−x0 至少有两个连通分支.
▶ 设 G0 和 G1 是 G − x0 的连通分支. 不妨设 x1 在 G1 中,

y ∈ NG(x0) ∩ V(G0) (见图).
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▶ 因而 G 中存在以 x0 和 y 为端点的边 e.
▶ 由于 G0 不含 P, 所以 Q = yex0e1x1 · · · xk−1ekxk 是 G 中一条
比 P 更长的路, 矛盾于 P 的选取.

▶ 故 x0 是 G 的连通点. 同理可证 xk 也是 G 的连通点.
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谢 谢 ！


