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图的顶点度和运算

陈琦
qichen@xidian.edu.cn

西安电子科技大学 · 通信工程学院

2025 年 2 月 20 日



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

顶点的度

定义
设 G 是无向图. x ∈ V(G) 的顶点度 (degree of a vertex)是指 G 中
与 x 关联的边的数目 (一条环要计算两次), 记为 dG(x).
▶ 顶点度为 d 的顶点被称为d 度点 (d-degree vertex).
▶ 零度点被称为孤立点 (isolated vertex).
▶ 每个顶点都是偶度点的图被称为偶图 (even graph).

dG(x1) = 4, dG(x2) = 3, dG(x3) = 4, dG(x4) = 3.
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顶点度

▶ ∆(G) 表示 G 的最大 (maximum) 顶点度, 即
∆(G) = max{dG(x) : x ∈ V(G)},

▶ δ(G) 表示 G 的最小 (minimum) 顶点度, 即
δ(G) = min{dG(x) : x ∈ V(G)}.

∆(G) = 4, δ(G) = 3.
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边的度

定义
设 G = (V,E) 是无向图, e ∈ E(G) 且 e = xy.
▶ ξG(e) ≜ dG(x) + dG(y)−2 称为边 e 的度 (degree of an edg e)
▶ ξ(G) = min{ξG(e) : e ∈ E(G)} 称为 G 的最小边度 (minimum

degree of edges).
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正则图

定义

▶ 若对每个 x ∈ V(G) 均有 dG(x) = k, 则称 G 为k 正则的
(k-regular).

▶ 若对 G 中每条边 e 都有 ξ(e) = ξ(G), 则称 G 是边正则的
(edge-regular).

▶ Kn 是 n − 1 正则的
▶ Kn,n 是 n 正则的
▶ Km,n(m ̸= n) 是边正则的, 但不是正则的.

命题
正则图必是边正则的, 反之不一定成立.
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定义
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(edge-regular).
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有向图的顶点度

定义
设 D 是有向图, y ∈ V(D).
▶ y 的顶点出度 (out-degree of a vertex)是指 D 中以 y 为起点
的有向边的数目, 记为 d+D(y)

▶ y 的顶点入度 (in-degree of a vertex)是指 D 中以 y 为终点的
有向边的数目, 记为 d−D(y)

▶ y 的顶点度被定义为 d+D(y) + d−D(y), 记为 dD(y).
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有向图的顶点度

d+D(x1) = 2, d+D(x2) = 1, d+D(x3) = 1, d+D(x4) = 3,

d−D(x1) = 2, d−
D(x2) = 2, d−D(x3) = 3, d−D(x4) = 0,

dD(x1) = 4, dD(x2) = 3, dD(x3) = 4, dD(x4) = 3.
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有向图的顶点度

d+D(x1) = 2, d+D(x2) = 1, d+D(x3) = 1, d+D(x4) = 3,

d−D(x1) = 2, d−
D(x2) = 2, d−D(x3) = 3, d−D(x4) = 0,

dD(x1) = 4, dD(x2) = 3, dD(x3) = 4, dD(x4) = 3.
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有向图的顶点度

定义

▶ 若 d+D(y) = d−D(y), 则称 y 为平衡点 (balanced vertex)
▶ 每个顶点都为平衡点的有向图被称为平衡有向图 (balanced

digraph).
完全有向图 K∗

n 是平衡图.

定义

▶ 最大顶点出度∆+(D) = max{d+D(y) : y ∈ V(D)}
▶ 最大顶点入度∆−(D) = max{d−D(y) : y ∈ V(D)},
▶ 最小顶点出度δ+(D) = min{d+D(y) : y ∈ V(D)}
▶ 最小顶点入度δ−(D) = min{d−

D(y) : y ∈ V(D)},
▶ 最大度 ∆(D) = max{∆+(D),∆−(D)}
▶ 最小度δ(D) = min{δ+(D), δ−(D)}

若 D 的以上六个参数都等于 k，则 D 称为k 正则有向图
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有向图的顶点度

定义

▶ 若 d+D(y) = d−D(y), 则称 y 为平衡点 (balanced vertex)
▶ 每个顶点都为平衡点的有向图被称为平衡有向图 (balanced

digraph).
完全有向图 K∗

n 是平衡图.
定义

▶ 最大顶点出度∆+(D) = max{d+D(y) : y ∈ V(D)}
▶ 最大顶点入度∆−(D) = max{d−D(y) : y ∈ V(D)},
▶ 最小顶点出度δ+(D) = min{d+D(y) : y ∈ V(D)}
▶ 最小顶点入度δ−(D) = min{d−

D(y) : y ∈ V(D)},
▶ 最大度 ∆(D) = max{∆+(D),∆−(D)}
▶ 最小度δ(D) = min{δ+(D), δ−(D)}

若 D 的以上六个参数都等于 k，则 D 称为k 正则有向图
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图论第一定理、欧拉定理

定理 (有向图第一定理)
对任何有向图 D, 均有∑

x∈V(D)

d+D(x) =
∑

x∈V(D)

d−
D(x) = ε(D)

定理 (无向图第一定理)
对任何无向图 G, 均有 ∑

x∈V(G)

dG(x) = 2ε(G)

推论
任何无向图 G 都有偶数个奇度点.
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一些记号
设 D 是有向图, S 和 T 是 V(D) 中两个不交的非空真子集.
▶ ED(S,T): D 中起点在 S 而终点在 T 的边集
▶ ED[S,T] = ED(S,T) ∪ ED(T,S)
▶ 当所考虑的图只有一个时, 就分别简记 ED(S,T) 和 ED[S,T]
为 (S,T) 和 [S,T]

▶ 若 T = S̄ = V \ S, 则简记
▶ ED(S,S) 为 E+

D (S)
▶ ED(S,S) 为 E−

D (S)
▶ ED[S,S] 为 ED[S]

▶ 记 d+D(S) = |E+
D(S)|, d−

D(S) = |E−
D(S)|
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邻集

▶ S 的外邻集 (set of out-neighbors) N+
D(S): E+

D(S) 中边的终点
集

▶ S 的内邻集 (set of in-neighbors) N−
D(S): E−

D(S) 中边的起点
集

▶ S 的外邻点 (out-neighbors) :v ∈ N+
D(S)

▶ S 的内邻点 (in-neighbors) :v ∈ N−
D(S)
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邻集

令 S = {x1, x2}, 则
▶ E+

D(S) = (S,S) =
▶ E−

D(S) = (S,S) =,
▶ ED[S] = (S,S) ∪ (S,S) =
▶ N+

D(S) =
▶ d+D(S) =
▶ N−

D(S) =
▶ d−

D(S) =

怎样定义无向图 G 的邻集？
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D(S) =
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D(S) =
怎样定义无向图 G 的邻集？
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子图
设 D = (V(D),Eψ(D)) 和 H = (V(H),Eψ′(H)) 是两个图.
▶ 若 V(H) ⊆ V(D), E(H) ⊆ E(D), 并且 ψ′ 是 ψ 在 E(H) 上的
限制, 即 ψ′ = ψ|E(H), 则称 H 为 D 的子图 (subgraph),

▶ D 为 H 的母图 (supergraph), 记为 H ⊆ D.
▶ 若 H ⊆ D 且 H ̸= D, 则称 H 为 D 的真子图 (proper

subgraph), 记为 H ⊂ D.
▶ 若 H ⊆ D 且 V(H) = V(D), 则称 H 为 D 的支撑子图

(spanning subgraph).

▶ 设 S 是 V(D) 的非空真子集, 以 S 为顶点集并以 D 中两端
点均在 S 中的边为边集的子图被称为 D 的由 S 导出的子图,
简称导出子图 (induced subgraph), 记为 D[S]. 导出子图
D[V \ S] 记为 D − S. 若 S = {x}, 则简记 D − {x} 为 D−x.

▶ 设 B 是 E(D) 的非空子集. 以 B 为边集并以 D 中由 B 中边
的端点为顶点集的子图被称为 D 的由 B 导出的子图, 记为
D[B]. D−B 表示从 D 中删去 B(但不删去端点) 后得到的子
图.
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的端点为顶点集的子图被称为 D 的由 B 导出的子图, 记为
D[B]. D−B 表示从 D 中删去 B(但不删去端点) 后得到的子
图.



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

子图
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图的交和并
设 D1 ⊆ D 且 D2 ⊆ D.
▶ 若 V(D1) ∩ V(D2) = ∅, 则称 D1 和 D2 是点不交的

(vertex-disjoint)
▶ 若 E(D1) ∩ E(D2) = ∅, 则称 D1 和 D2 是边不交的

(edge-disjoint)
▶ D1 和 D2 的并 (union) D1 ∪ D2 是子图 H, 其中

V(H) = V(D1) ∪ V(D2) 且 E(H) = E(D1) ∪ E(D2).
▶ 若 D1 和 D2 是点不交的, 则记 D1 ∪ D2 = D1 + D2

▶ 若对每个 i(1 ≤ i ≤ n) 均有 Di ∼= H, 则记
D1 + D2 + · · ·+ Dn = nH.

▶ 若 D1 和 D2 是边不交的, 则记 D1 ∪ D2 = D1 ⊕ D2
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图的交和并
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图的收缩

定义
设 G 是非空的简单图, e = xy ∈ E(G),x ̸= y. 在 G−e 中将 x 和 y
重合为一个新顶点 p, 并删去平行边后所得到的图被称为边 e 收
缩图 (contracted graph), 记为 G · e.


