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图的定义和图形表示

陈琦
qichen@xidian.edu.cn
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图的定义

定义 (数学结构)
设 V 是非空集. V 上的二元关系 e 是 V 上的元素对, 即
e ∈ V × V.
▶ 集 V 和定义在 V 上的二元关系集 E 的有序二元组 (V,E) 被
称为数学结构.

定义 (图)
所谓图 (graph), 是指数学结构 (V,Eψ), 其中 V 是非空集, Eψ 是
定义在 V 上的二元关系集 (可以是重集), 它由函数
ψ : E → V × V 确定.
▶ 若 Eψ 中元素全为有序对 (x, y), 则称 (V,Eψ) 为有向图

(digraph), 记为 D = (V(D),Eψ(D)).
▶ 若 Eψ 中元素全为无序对 {x, y}, 则称 (V,Eψ) 为无向图

(undirected graph), 记为 G = (V(G),Eψ(G)).
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▶ 集 V 和定义在 V 上的二元关系集 E 的有序二元组 (V,E) 被
称为数学结构.

定义 (图)
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有向图

例
D = (V(D),Eψ(D)) 是有向图, V(D) = {x1, x2, x3, x4, x5},
Eψ(D) = {a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8, a9}, 其中

ψ(a1) = (x1, x2), ψ(a4) = (x4, x3), ψ(a7) = (x5, x2),
ψ(a2) = (x3, x2), ψ(a5) = (x2, x4), ψ(a8) = (x2, x5),
ψ(a3) = (x3, x3), ψ(a6) = (x2, x4), ψ(a9) = (x3, x5).
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有向图

例
H = (V(H),Eψ(H)) 是有向图, V(H) = {y1, y2, y3, y4, y5},
Eψ(H) = {b1, b2, b3, b4, b5, b6, b7, b8, b9}, 其中

ψ(b1) = (y1, y2), ψ(b4) = (y4, y3), ψ(b7) = (y5, y2),
ψ(b2) = (y3, y2), ψ(b5) = (y2, y4), ψ(b8) = (y2, y5),
ψ(b3) = (y3, y3), ψ(b6) = (y2, y4), ψ(b9) = (y3, y5).
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无向图

例
G = (V(G),E(G)) 是无向图, V(G) = {xi, yi : 1 ≤ i ≤ 5},
E(G) = {xixi+1, yiyi+2, xiyi : 1 ≤ i ≤ 5}, 其中 i + 1, i + 2 取模 5.
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Peterson 图
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顶点与边

定义
对于图 (V,Eψ),
▶ V 为该图的顶点集 (vertex-set)
▶ Eψ 为该图的边集 (edge-set)
▶ V 中元素被称为顶点 (vertex) (或点 (point)),
▶ Eψ 中元素被称为边 (edge)
▶ ψ 被称为点与边之间的关联函数 (incidence function).
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有向边与无向边

定义 (有向边)
设 a ∈ Eψ(D), 则存在 x, y ∈ V(D) 和有序对 (x, y) ∈ V × V, 使
ψ(a) = (x, y)
▶ a 被称为从 x 到 y 的有向边 (directed edge from x to y)
▶ x 被称为 a 的起点 (origin)
▶ y 被称为 a 的终点 (terminus)
▶ 起点和终点被统称为边 a 的端点 (end-vertices)

定义 (无向边)
设 e ∈ Eψ(G), 则存在 x, y ∈ V(G) 和无序对 {x, y} ∈ V × V, 使
ψ(e) = {x, y}
▶ e 被称为连接 x 和 y 的边 (edge connecting x and y)
▶ 简记为 ψ(e) = xy 或 yx.
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有向图

例
H = (V(H),Eψ(H)) 是有向图, V(H) = {y1, y2, y3, y4, y5},
Eψ(H) = {b1, b2, b3, b4, b5, b6, b7, b8, b9}, 其中

ψ(b1) = (y1, y2), ψ(b4) = (y4, y3), ψ(b7) = (y5, y2),
ψ(b2) = (y3, y2), ψ(b5) = (y2, y4), ψ(b8) = (y2, y5),
ψ(b3) = (y3, y3), ψ(b6) = (y2, y4), ψ(b9) = (y3, y5).
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关联与相邻

▶ 边与它的两端点被称为关联的 (incident)
▶ 与同一条边关联的两端点或者与同一个顶点关联的两条边被
称为 相邻的 (adjacent)

▶ 两端点相同的边被称为环 (loop)
▶ 有公共起点和终点的两条边被称为平行边 (parallel edges) 或
者重边 (multi edges)

▶ 两端点相同但方向相反的两条有向边被称为对称边
(symmetric edges)
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重图与简单图

▶ 含重边的图为重图 (multi graph)
▶ 无环且无重边的图为简单图 (simple graph)
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对称有向图

定义
对于无向图 G, 将 G 中每条边 e 用两条与 e 有相同端点的对称边
a 和 a′ 来替代后得到一个有向图 D, 称之为 G 的对称有向图
(symmetric digraph).
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基础图与定向图

定义

▶ 在有向图 D 中去掉边上的方向而得到一个无向图, 称这样的
无向图为 D 的基础图 (underlying graph)

▶ 将无向图 G 的每条边都指定方向而得到一个有向图, 称之为
G 的定向图 (oriented graph)
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一些特殊的图
图中顶点和边的数目分别记为 v 和 ε, 即 v = |V| 和 ε = |E|, 点数
亦被称为阶 (order)
▶ 阶为 1 的简单图被称为平凡图 (trivial graph)
▶ 边数为零的图被称为无边图 (edgeless graph), 习惯上称它为
空图 (empty graph)

▶ v 和 ε 都是有限的图, 被称为有限图 (finite graph)
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六人定理

定理
任意六人中必存在三人, 要么都相识, 要么都不相识
证明.
▶ 用 A,B,C,D,E,F 代表这六人, 其中若两人相识, 则代表这两
人的两顶点之间连一条红边; 否则连一条蓝边.

▶ 于是, 原来的问题就等价于证明在这样得到的图形中必含同
色三角形.
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谢 谢 ！


