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独立集
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独立集

定义
设 D 是无环图, S 是 V(D) 的非空子集.
▶ 若 S 中任何两顶点在 D 中均不相邻, 则称 S 为 D 的独立集

(independent set).
▶ 设 S 是 D 的独立集, 若对 D 中任何独立集 S′, 均有

|S�| ≤ |S|, 则称 S 为最大的 (maximum);
▶ 若对任何 x ∈ V \ S,S ∪ {x} 不是独立集, 则称 S 为极大的

(maximal).

G 的独立数 (independent number) 是 G 中最大独立集中的点数,
记为 α(G).
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独立集

α(G) = 1 ⇔ G ∼= Kv, α(G) = v ⇔ G ∼= Kc
v

α(Km,n) = max{m, n},
α(C2n) = n, α(C2n+1) = n.
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独立集

α(G) = 1 ⇔ G ∼= Kv, α(G) = v ⇔ G ∼= Kc
v

α(Km,n) = max{m, n},
α(C2n) = n, α(C2n+1) = n.
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独立集与点覆盖

定理 (T. Gallai, 1959)
设 S ⊆ V(G), 则 S 是 G 的独立集 ⇔ V(G) \ S 是 G 的点覆盖.

证明.
由定义, S 是 G 的独立集 ⇔ G 中每条边的两端点都不同时属于
S ⇔ G 的每条边至少有一端点在 V \ S 中 ⇔ V \ S 是 G 的点覆
盖.

推论
S 是 G 的极大独立集 ⇔ V(G) \ S 是 G 的极小点覆盖.

推论
α+ β = v.
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证明.
由定义, S 是 G 的独立集 ⇔ G 中每条边的两端点都不同时属于
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边覆盖

定义
设 B 是 E(G) 的非空子集.
▶ 若 G 的每个顶点都与 B 中某条边关联, 则称 B 为 G 的边覆
盖 (edge covering).

▶ G 的边如果对 G 中任何边覆盖 B′, 均有 |B| ≤ |B′|，则覆盖
B 被称为最小的 (minimum).

▶ G 的覆盖数数是最小边覆盖的边数，记作 β′(G).
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边覆盖与点覆盖

定理
设 G 是任意图. 若 δ(G) > 0, 则 α′ + β′ = v.

证明.
设 M 是 G 的最大匹配, U 是 M 非饱和点集, 则 G[U] 是无边图.
由于 δ(G) > 0, 所以 G 中存在 |U| 条边的边集 E′, 它的每条边都
与 U 中的点关联 (见图 5.10). 显然, M ∪ E′ 是 G 的边覆盖, 因而
β′ ≤ |M ∪ E′| = α′ + (v−2α′) = v−α′, 即得 α′ + β′ ≤ v.
设 B 是 G 的最小边覆盖. 令 H = G[B], 则 V(H) = V(G). 设 M
是 H 的最大匹配, u 为 H 中 M 非饱和点集, 则 H[U] 是无边图,
从而

|B|−|M| = |B \ M| ≥ |U| = v−2|M|,

即 |B|+ |M| ≥ v. 又因为 H 是 G 的支撑子图, 所以 M 也是 G 的
匹配. 故 ′ + ′ ≥ |M|+ |B| ≥ v.
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独立集与边覆盖

定理
设 G 是 2 部图. 若 δ(G) > 0, 则 α(G) = β′(G).

证明.
设 G 是 2 部图, 并且 δ(G) > 0. 由推论 5.2.1.2 和定理 5.2.2 有
α+ β = α′ + β′. 再由定理 5.1.3 推知 α′ = β. 于是 α = β′.


