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运输方案的设计
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运输方案设计
交通系统抽象成容量网络 N = (Dxy, c), 其中 D 是由这个交通系
统构成的简单连通图, 发点 x 和收点 y 分别看作商品的产地和销
地, 容量函数 c ∈ E (D) 看成运输容量. 求该交通系统地最大运输
量即在 N 中求一个最大 (x, y) 流和最小容量的 (x, y) 割.
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修正流与�广路

▶ 设 f ∈ E (D) 是 N = (Dxy, c) 中的 (x, y) 流, u 是 D 中顶点,
u ̸= x.

▶ 并设 P 是 D 中连接 x 和 u 的路 (不一定是有向路). 给定 P
从 x 到 u 的方向为正向, 用 P+ 和 P− 分别表示 E(P) 中与
P 的正向和反向一致的边集.

▶ 令

σ(a) =
{

c(a)−f(a), a ∈ P+,

f(a), a ∈ P−,

σP(u) = min{σ(a) : a ∈ E(P)}.
显然, σP(u) ≥ 0.
▶ 若 σP(u) = 0, 则称 P 是 f 饱和路 (saturated path).
▶ 若 σP(u) > 0, 则称 P 是 f 非饱和路 (unsaturated path).
称 f 非饱和的 xy 路为 f 增广路 (incrementing path).
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修正流与�广路
由

f̃(a) =
{

f(a) + σP(y), a ∈ P+,

f(a)−σP(y), a ∈ P−

所定义的 f̃ ∈ E (D) 是 N 中 (x, y) 流并且 val̃f = valf + σP(y), 并
称 f̃ 为基于 f 增广路 P 的修正流 (revised flow).
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最大流的一个充要条件

定理
N = (Dxy, c) 中的 (x, y) 流 f 是最大的 ⇔ N 中不含 f 增广路.
证明.
(⇒) 若 N 中含 f 增广路 P, 则基于 P 的修正流 f̃ 比 f 有更大的
流量. 所以 N 中不含 f 增广路.
(⇐)
▶ 设 N 中不含 f 增广路. 令

S = {u ∈ V(D) : N 中存在f 非饱和的 xu 路}

则 x ∈ S, y ̸∈ S.
▶ 因此, B = (S, S̄) 是 D 的 (x, y) 割. 任取 a ∈ (S, S̄), 并令

a = (u,w), 则 u ∈ S,w ∈ S̄. 由于 u ∈ S, 所以存在 f 非饱和
的 xu 路 Q.
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最大流的一个充要条件
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最大流的一个充要条件

cont.
▶ 若 f(a) < c(a), 则 Q + a 是 N 中 f 非饱和的 xw 路, 即

w ∈ S. 这矛盾于 w ̸∈ S. 所以 f(a) = c(a).
▶ 同样可以证明: 若 a ∈ (S̄,S), 则 f(a) = 0. 于是, valf = capB.
▶ 设 B∗ 是 N 中容量最小的 (x, y) 割, f∗ 是 N 中最大 (x, y) 流,
则由最大流最小割定理知

valf ≤ valf∗ = capB∗ ≤ capB = valf

由此知 f 是 N 的最大 (x, y) 流, 而 B 是最小容量的 (x, y) 割.
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标号法

1. 任取 N 中 (x, y) 流 f (例如零流)
2. 给 x 以标号 (−,∞), 并令 L = {x}.
3. 若 L = ∅, 则停止. f 是最大流. 若 L ̸= ∅, 取 L 中第一个元素

u, 取 u 的 ND(u) 中未被标号的顶点 z,
3.1 若 a = (u, z) ∈ E(D), 并且 f(a) < c(a), 则给 z 以标号

(u+, σ(z)) ;
3.2 若 a = (z, u) ∈ E(D), 并且 f(a) > 0, 则给 z 以标号 (u−, σ(z)).
删去 L 中最前面元素 u, 并将 z 列入 L 的后面.

4. 若 y 被标号, 则进入第 5 步; 若 y 未被标号, 则转入第 3 步.
5. 已被标号的顶点构成 D 中 f 增广路 P: x(= x0)a1x1a2x2 · · ·

xn−1an(xn =)y, 其中对每个 i ∈ {1, 2, · · · , n},
5.1 当 ai = (xi−1, xi) 时, xi 的标号为 (x+i−1, σ(xi)), 用 f(ai) + σ(y)
替代 f(ai);

5.2 当 ai = (xi, xi−1) 时, xi 的标号为 (x−i−1, σ(xi)), 用 f(ai)−σ(y)
替代 f(ai)

得新流 f̃. 除掉所有标号并以 f̃ 替代 f, 转入第 2 步.
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标号法的执行
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标号法的最优性

定理
设 N 是整容量网络, 并设 f 和 S 分别是标号法终止时得到的
(x, y) 流和已标号的顶点集, 则 f 是最大 (x, y) 流, (S, S̄) 是最小容
量的 (x, y) 割.

证明.
若在算法的第 3 步中有 L = ∅, 则 N 中不存在 f 增广路. 于是由
定理 4.4.1 知 f 是最大 (x, y) 流, 而 (S, S̄) 是最小容量的 (x, y) 割,
其中 S 为已被标号的顶点集. 如果 L ̸= ∅, 每次当完成算法中的
第 5 步时, 就构造出其流量比 f 更大的流 f̃. 由于对 N 中任何
(x, y) 流 f, 均有

valf ≤ cap(E+
D(x)),

其中 E+
D(x) 表示 D 中以 x 为起点的边集, 并且由于 N 是整容量

网络, 所以第 5 步最多重复 cap(E+
D(x)) 步, 该算法可以在有限步

内结束.


