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最小连接问题
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最小连接问题
假设在某地区内要修建一个连接若干个城镇的高速公路系统. 已
知城 xi 与城 xj 之间直通高速公路的造价为 cij . 试设计一个造价
最低的建造方案.
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最小连接问题的数学建模

▶ 构造加权简单图 (G,w), 其中城镇 xi 被视为 G 的顶点,
xixj ∈ E(G) ⇔ cij < ∞ (若 cij = ∞, 则认为城 xi 与城 xj 之间
不可能修筑公路), w(xixj) = cij .

▶ 最小连接问题就转化为在加权简单图 (G,w) 中找出权和最
小的支撑树. 人们通常称这样的支撑树为最小树 (minimum
tree).
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构造支撑树算法

1. 任取 x0 ∈ V(G), 令 V0 = {x0}, T0 = x0, k = 0.
2. 假定 Vk−1 和 Tk−1 已选好. 若 [Vk−1, V̄k−1] ̸= ∅, 则任取

ek ∈ [Vk−1, V̄k−1], 因而存在 u ∈ Vk−1, xk ∈ V̄k−1, 使
ek = uxk. 令 Vk = Vk−1 ∪ {xk},Tk = Tk−1 + ek.

3. 若 k = v−1, 则停止. 若 k < v−1 且 [Vk, V̄k] ̸= ∅, 则用 k 替
代 k−1 并转入第 2 步; 否则停止, G 中不存在支撑树.
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Prim 算法
函数 l ∈ V (D)

1. 任取
x0 ∈ V(G), l(x0) = 0, l(x) = ∞(x ̸= x0),V0 = {x0},T0 = x0 且
k = 0.

2. ▶ 对任何 x ∈ NG(xk−1) ∩ V̄k−1, 若 w(xk−1x) < l(x), 则用
w(xk−1x) 替代 l(x).

▶ 选取 xk ∈ V̄k−1, 使 l(xk) = min{l(x) : x ∈ V̄k−1}.
▶ 设 ek = uxk, u ∈ Vk−1, 使 w(ek) = l(xk).
▶ 令 Vk = Vk−1 ∪ {xk}, Tk = Tk−1 + ek.

3. 若 k = v−1, 则停止. 若 k < v−1 且 [Vk, V̄k] ̸= ∅, 则用 k 替
代 k−1 并转入第 2 步; 否则停止, G 中不存在支撑树.
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Prim 算法的执行
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Prim 算法的执行
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Prim 算法的执行
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Prim 算法的最优性
定理
由 Prim 算法求出的 Tv−1 是加权连通图 (G,w) 的最小树.
证明.
▶ 只需证明 Tk 是 G 中某最小树的子图. 对 k ≥ 0 用归纳法.
当 k = 0 时, 结论显然成立.

▶ 假设结论对 k−1 成立. 考虑 Tk = Tk−1 + ek. 先证 Tk 是树.
由归纳假设 Tk−1 是树. 因为 V(Tk−1) = Vk−1,
ek ∈ [Vk−1, V̄k−1] (定理 2.1.4 保证了 ek 的存在性), 所以 Tk
是连通的. 又因为 ek = uxk, u ∈ Vk−1, xk ∈ V̄k−1, 故 xk 是
Tk 中 1 度点, 即 Tk = Tk−1 + ek 无圈, 因而 Tk 是树.

▶ 下面证明 Tk 是 G 中某最小树的子图. 由归纳假设 Tk−1 是
G 中最小树 T∗ 的子图. Tk = Tk−1 + ek. 若 ek ∈ T∗, 则 Tk
是 T∗ 的子图. 若 ek ̸∈ T∗, 则由定理 2.1.6 知 T∗ + ek 含唯一
圈 C. 由于 ek ∈ [Vk−1, V̄k−1], 所以存在 e′k ∈ C, 并且
e′k ∈ [Vk−1, V̄k−1], e′k ̸= ek.
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cont.
▶ 令

T′ = (T∗ + ek)−e′k,

则 Tk ⊆ T′. 于是, 只需证明 T′ 也是 G 的最小树. 由于 T′

是连通的, 并且 ε(T�) = v−1, 所以由定理 2.1.3 知 T′ 是 G
的另一棵支撑树, 并且

w(T′) = w(T∗) + w(ek)−w(e′k).

▶ 在 Prim 算法中选取的边 ek ∈ [Vk−1, V̄k−1] 且具有最小的权,
所以

w(ek) ≤ w(e′k).
▶ 所以 w(T′) ≤ w(T∗), 即 T′ 也是 G 的最小树. 由归纳原理,
定理得证.
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Prim 算法的时间复杂度
估计用 Prim 算法求最小树最多需要计算的次数.
▶ 第 1 步需要执行 v + 3 次.
▶ 第 3 步需要执行 v−1 次.
▶ 第 2 步需要执行 v−1 次.

▶ 第 k 次执行第 2 步中“用 w(xk−1x) 替代 l(x)”时, 检查
NG(xk−1) ∩ V̄k−1 中顶点标号 l(x), 最多需要 |Vk−1| = v−k 次
替代;

▶ 而执行“选取 xk ∈ Vk−1, 使 l(xk) = min{l(x) : x ∈ V̄k−1}”时
最多需要做 v−k 次比较;

▶ 在执行“ek = uxk, v ∈ Vk−1, 使 w(ek) = l(xk)”时,
u ∈ NG(xk) ∩ Vk−1, 故最多需要 k−1 次比较, 再加上两次赋
值于 Vk 和 Tk.

因此第 2 步最多需要计算的次数为

v−1∑
k=1

((v−k) + (v−k) + (k−1) + 2) =
3

2
v2 + 3

2
v−1.
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Prim 算法的时间复杂度
于是, 该算法计算的总次数最多为

(v + 3) +

(
3

2
v2 + 3

2
v−1

)
+ (v−1) =

3

2
v2 + 7

2
v + 1.

即 O(v2).


