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林和树

定义
不含圈的图被称为林 (forest) 或无圈图 (acyclic graph). 连通的无
圈图被称为树 (tree).
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Konig 定理
定理
G 是树 ⇔ G 中无环, 并且任何不同的两顶点恰由一条路连接.
证明.
▶ (⇒) 由于 G 是树, 所以 G 不含环和平行边, 即 G 是简单图.
▶ 设 x, y ∈ V(G), 并设 P1 和 P2 是 G 中两条不同的 xy 路, 则

P1 ∪ P2 是闭链, 并且存在 e ∈ E(P1) 且 e ̸∈ E(P2). 子图
(P1 ∪ P2)−e 是连通的.

▶ 设 e = uv. 于是在 (P1 ∪ P2)−e 中存在 uv 路 P, 且 P + e 是
G 中的圈, 矛盾于 G 是树的假定. 所以 G 中恰有一条 xy 路.

▶ (⇐) 由于 G 中任何不同两顶点由一条路连接并且无环, 所以
G 是连通的简单图.

▶ 假若 G 含圈 C, 则 v(C) ≥ 3. 任取 x, y ∈ V(C). 于是在 C 上
有两条连接 x 和 y 的路, 矛盾于假定. 所以 G 中不含任何圈,
即 G 是树.
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定理
G 是树 ⇔ G 连通且对任何 e ∈ E(G), 均有 ω(G−e) = 2.

证明.
▶ (⇒) 设 G 是树, 由定理 2.1.1 知 G 是简单连通图.
▶ 设 e = xy ∈ E(G), 则 ω(G−e) ≤ 2. 由定理 2.1.1 知 xey 是 G
中唯一的 xy 路. 所以 x 和 y 在 G−e 的不同连通分支中. 于
是 ω(G−e) ≥ 2, 故有 ω(G−e) = 2.

▶ (⇐) 反之, 设 G 含圈 C 且 e ∈ E(C), e 的端点为 x 和 y.
▶ 由于 G 是连通的且 ω(G−e) = 2, 所以 e 不是环, 即 x 和 y
在 G−e 的不同连通分支中.

▶ 然而 C−e 是 G−e 中 xy 路, 矛盾于 ω(G−e) = 2. 所以 G 不
含圈, 即 G 是树.
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定理
G 是树 ⇔ G 连通且 ε = v−1.
证明.
▶ (⇒) 因为 G 是树, 所以 G 是连通的.
▶ 下面对 ε ≥ 0 用归纳法来证明 ε = v−1.
▶ 当 ε = 0 时, 结论显然成立.
▶ 假定对于边数小于 ε 的所有树结论均成立, 并设 G 是边数为

ε(≥ 1) 的树.
▶ 取 e ∈ E(G). 由定理 2.1.2 知 ω(G−e) = 2.
▶ 设 G1 和 G2 是 G−e 的两个连通分支, 则 G1 和 G2 都为树,
并且 ε(Gi) < ε, i ∈ {1, 2}. 由归纳假设 ε(Gi) = v(Gi)−1. 于
是

ε(G) = ε(G1) + ε(G2) + 1 = v(G1) + v(G2)− 1 = v(G)− 1
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cont.
▶ (⇐) 对 v ≥ 1, 用归纳法来证明 G 中不含圈.
▶ 当 v = 1 时, ε = 0. G 是平凡图, 因而无圈.
▶ 下设任何 v(≥ 1) 阶且 ε = v−1 的连通图都不含圈, 并设 G
是 v + 1 阶且 ε = v 的连通图.

▶ 由于 G 是连通的非空图, 所以 δ(G) ≥ 1. 若 δ(G) ≥ 2, 则由
定理 1.3.2 知

2v = 2ε =
∑
x∈V

dG(x) ≥ 2(v + 1),

这是不可能的.
▶ 所以存在 x ∈ V(G), 使 dG(x) = 1.
▶ 于是 G−x 是 v 阶连通图, 并且 ε(G−x) = v−1.
▶ 由归纳假设 G−x 不含圈, 所以 G 是连通的且不含圈, 因而是
树.
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推论
G 是林 ⇔ ε = v−ω.

推论
无孤立点的林至少有 2ω 个 1 度点.
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推论
G 是林 ⇔ ε = v−ω.

推论
无孤立点的林至少有 2ω 个 1 度点.
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支撑树

定义
设 F 是图 D 的支撑子图, 并且 ω(F) = ω(D). 若 F 是林, 则称 F
为 D 的支撑林 (spanning forest); 若 F 是树, 则称 F 为 D 的支撑
树 (spanning tree).
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支撑树的存在性

定理
图 G 含支撑树 ⇔ G 是连通的 ⇔ 对任何非空子集 S ⊂ V(G), 均
有 [S, S̄] ̸= ∅.

证明.
▶ 由定理 1.4.3 立即得第二个结论. 只需证第一个结论.
▶ 设 G 含支撑树, 则 G 显然是连通的.
▶ 反之, 设 T 是连通图 G 的连通支撑子图且使其边尽可能少.
▶ 于是, 对任何 e ∈ E(T), 有 ω(T−e) = 2. 由定理 2.1.2 知 T
是树.

推论
每个图都含支撑林或者支撑树, 且 ε ≥ v−ω.
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支撑树的存在性

定理
图 G 含支撑树 ⇔ G 是连通的 ⇔ 对任何非空子集 S ⊂ V(G), 均
有 [S, S̄] ̸= ∅.

证明.
▶ 由定理 1.4.3 立即得第二个结论. 只需证第一个结论.
▶ 设 G 含支撑树, 则 G 显然是连通的.
▶ 反之, 设 T 是连通图 G 的连通支撑子图且使其边尽可能少.
▶ 于是, 对任何 e ∈ E(T), 有 ω(T−e) = 2. 由定理 2.1.2 知 T
是树.

推论
每个图都含支撑林或者支撑树, 且 ε ≥ v−ω.
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有向树

▶ 设 T 是树, x 是 T 中的固定顶点 (称为根 (root)), y 是 T 中
任意异于 x 的顶点.

▶ 若 P 是有向 (x, y) 路, 则称 T 为外向树 (out-tree);
▶ 若 P 是有向 (y, x) 路, 则称 T 为内向树 (in-tree).
▶ 外向树和内向树被统称为有根树 (rooted tree) 或树形图

(arborescence or branching).
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余图

▶ 设 H 是 G 的子图, 则称 G−E(H) 为 H 在 G 中的余图
(cograph), 记为 H̄(G).

▶ 若 G = Kv, 则 H(Kv) = Hc.
▶ 若 F 是 G 的支撑林 (或树), 则称 F(G) 为 G 的余林 (或余
树) (coforest or cotree).

▶ 在不至于引起混淆的情况下, 简记 F̄(G) 为 F̄,T̄(G) 为 T̄. 有
时也用 F̄ (或 T̄) 替代 E(F̄)(或 E(T̄)).
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定理
设 F 是 G 的支撑林. 若存在 e ∈ F̄, 则 F + e 含唯一圈.

证明.
▶ 设 e ∈ F̄. 由支撑林的定义知 F + e 含圈.
▶ 设 F + e 含两个不同的圈 C1 和 C2.
▶ 由于 F 不含圈, e ∈ E(C1 ∩C2), 因此 (C1 ∪C2)−e 是闭链, 从
而含圈 C′.

▶ 易知 C′ 是 F 中的圈, 这与 F 是林的假定矛盾. 故 F+ e 恰含
一个圈.

推论
图 G 中至少含 ε−v + ω 个不同的圈.
数 ε−v + ω 被称为 G 的圈秩 (cycle rank).
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极小割（键）
设 D 是连通图, B 是 E 的非空子集.
▶ 若存在非空子集 S ⊂ V(D), 使 B = [S, S̄], 则称 B 为 D 的割

(cut).
▶ 若割 B 的任何非空真子集都不是割, 则称 B 为极小割

(minimal cut) 或键 (bond).
▶ 边数为 1 的割即为割边 (cut edge) 或桥 (bridge).
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极小割（键）
若 B 是 G 的割, 则 ω(G−B) > ω(G); 反之不成立.
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定理
设 F 是非空图 G 的支撑林, e ∈ E(F), 则

1. F̄ 不含 G 中的键;
2. F̄ + e 含有且仅含有 G 中一个键.

证明.
1. ▶ 设 B 是 G 的键, 则 ω(G−B) = ω(G) + 1 = ω(F) + 1

▶ 因而 E(F) ∩ B ̸= ∅. 于是, B ̸⊆ E(F̄).
2. ▶ 设 S 是 F−e 的某连通分支的顶点集, 则 B = [S, S̄] 是 G 的

割, 因而 F̄ + e 含 G 的键.
▶ 设 F̄ + e 含两个不同的键 B1 和 B2. 由1.知 F̄ 不含 G 中的键,
所以 e ∈ B1 ∩ B2. 因此, (B1 ∪ B2)−e 含有 G 的键 B′, 即 F
含键 B′. 矛盾于1., 故 F̄ + e 仅含一个键.

推论
图 G 中至少含 v−ω 个不同的键.
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定理
设 F 是非空图 G 的支撑林, e ∈ E(F), 则

1. F̄ 不含 G 中的键;
2. F̄ + e 含有且仅含有 G 中一个键.

证明.
1. ▶ 设 B 是 G 的键, 则 ω(G−B) = ω(G) + 1 = ω(F) + 1

▶ 因而 E(F) ∩ B ̸= ∅. 于是, B ̸⊆ E(F̄).
2. ▶ 设 S 是 F−e 的某连通分支的顶点集, 则 B = [S, S̄] 是 G 的

割, 因而 F̄ + e 含 G 的键.
▶ 设 F̄ + e 含两个不同的键 B1 和 B2. 由1.知 F̄ 不含 G 中的键,
所以 e ∈ B1 ∩ B2. 因此, (B1 ∪ B2)−e 含有 G 的键 B′, 即 F
含键 B′. 矛盾于1., 故 F̄ + e 仅含一个键.

推论
图 G 中至少含 v−ω 个不同的键.


