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 随机过程应用广泛

随机过程在自然科学、社会科学以及工程
技术的各领域均有应用.

——在我校的一些专业：雷达、通信、无线电
技术、自动控制、生物工程、经济管理等领
域有着极为广泛的应用.
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引言



教材

1.《随机过程-计算与应用》冯海林 薄立军 西安电子科技大学出版社 2012

参考教材

1. 《随机过程》张卓奎陈慧婵 西安电子科技大学出版社 2003

2.《随机过程与应用》田铮秦超英 科学出版社 2007

3.《随机过程》毛用才胡奇英 西安电子科技大学出版社 1998

4.《随机过程理论》周荫清 电子工业出版社 第二版 2006

5.《An introduction to stochastic processes 》

Edward P.C. kao Thomson  2003



随机过程的起源
1931年，柯尔莫果洛夫

(Kolmogorov)《概率论的解
析方法》

1934年，辛钦
(Khintchine)《平稳过程

的相关理论》

奠定了马尔可夫过程与
平稳过程理论

1953年，杜布(Doob)《随机过程论》

《随
机
过
程》
的
奠
基
人



随机过程的研究背景

• 生活和工作中的随机过程：

银行排队：队列长度、等候时间

internet: 流量、响应时间、延迟

股票交易：行情、盈亏

•教材中的举例：
电话呼叫的次数随时间的变化
液面上微粒的扩散
振荡器输出的随机相位正弦波过程

特点：不确定性；不能用一个确定性的函数来描述，不能用确
定性函数的 分析方法



 课程的教学内容

 随机过程的基本知识
 布朗运动（维纳过程）
 跳跃随机过程（泊松过程）
 平稳过程
 离散时间马尔可夫链
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 作业与考试

作业：每章均有一定量的作业，每章结束后
交本章作业

考试：闭卷考试

引言



 教学内容

• 随机过程的定义

• 随机过程的分类与举例

• 有限维分布函数族

• 数字特征
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第二章——随机过程基本知识



第一节：1）随机过程的定义及分类

2）有限维分布函数族



随机过程引例
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正弦信号：s(t)=cos(wt), w为常数；

随机信号：x(t)=Acos(wt),  tR, A 是均匀分布于[0,1]之间的随机变量





若对每一 t ∈T, 均有定义在(Ω, F, P)上的一个取值
为S的随机变量X(ω,t),(ω∈Ω)与之对应, 则称随机变量族
X(ω, t)为(Ω, F, P)上的一个随机过程 (S.P.)，

记{X(ω,t), ω∈Ω, t∈T}, 简记{X(t),t∈T},或X(t) 或 。

设(Ω, F, P)为一概率空间, T和S为参数集,  T, S ∈ R, 

随机过程定义

S——随机过程{X(t),t∈T} 的状态空间．
T——随机过程{X(t),t∈T} 的时间指标集合
X(t)——样本轨迹（样本函数），固定



例1. 考察 [0，t0]时间内某网站收到的访问次数Ｘ(t０),   则Ｘ(t０)是
一个随机变量．

问题：如果要考察长时间内该网站的访问情况，该如何做？

则需要让t  变化起来,  即t趋于无穷大,  则Ｘ(t)是一族随
机变量．

此时Ｘ(t) 是与时间有关系的随机变量，称 {Ｘ(t), t∈
［0,∞）}是随机过程．

随机过程引例



t
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t
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状态X(t0)=5

样本轨道x1(t)

x1(t)

x2(t)

样本曲线x2(t)

状态空间S={0,1,2,….},    T=[0,+∞)

例1的样本曲线与状态（网站的访问次数）



)cos(  tAX(t) 

其中Ａ ω为常数，φ 服从[0,2π ]上的均匀分布.

若要观察任一时刻t的波形，则需要用一族随机变量Ｘ(t)描
述.

则称｛Ｘ(t)，t∈[0，+∞)｝为随机过程．

例２.  具有随机初位相的简谐波

由于初位相的随机性，在某时刻t＝t0，Ｘ(t0)是一个随机变量．

问题：若要了解该谐波的波形与规律，该如何观察？在哪里
观察？

随机过程引例



状态空间S=[-A,A],   参数集T=[-∞,+ ∞]

t

X(t)

样本曲线x1(t)

样本曲线x2(t)

t0

状态X(t0)

状态X(t0)

例2 的样本曲线与状态（具有随机初相位的简谐波）

)cos(  tAX(t) 



例３.生物群体的增长问题.

以Ｘt表示在时刻t某种生物群体的个数,  则对每一个固定的t,   Ｘt是一

个随机变量．

如果从t＝０开始每隔24小时对群体的个数观
察一次，则对每一个t，Ｘt是一族随机变量．

则称{Ｘt,  t＝０, 24, 48 , ….} 是随机过程．

问题：要了解其生长规律，需怎么做？

也记为Ｘn，n＝０，１，….



t0

状态X(t0)=18

状态X(t0)=25

样本曲线x1(t)

样本曲线x2(t)

例3 的样本曲线与状态（生物群体增长问题）
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例4. 在天气预报中, 以Xt表示某地区第t次统计所得

到的最高气温,则Xt是一个随机变量.

为了预报该地区未来的气温,要让t趋于无穷大,

则可得到一族随机变量: Xt , t=0,1,2,…，

称{Ｘt，t＝０，１，2，….，} 是随机过程．

以上4个例子的共同特点是:
对某参数集中的任意一个参数t,  就有一个
随机变量X(t)与之对应.

随机过程引例



t称为参数,一般表示时间或空间.

时间指标集合通常有以下形式:

⑴ T={0,1,2,…}或 T= {…-2,-1,0,1,2,…}

⑵ T=[a,b],其中a 可以为－∞, b可以为+∞.

(3) T=N

当时间指标集合为形式⑴时,   随机过程X(t)也称为随机序列

随机过程定义



问题：怎样理解随机过程？它与函数及随机
变量有何不同？

• 随机过程将普通函数的概念从实数与实数的对应
关系推广到实数与随机变量的对应关系；

• 随机过程将随机变量概念从ω与实数对应推广到
ω与实函数的对应；

• 随机过程是一族随机变量，又是一族样本函数；



1. Ｘ(ω t) 的两个特点：随机性与函数性.    因此，

X(ω ,t),实质上为定义在T×Ω上的二元单值函数.

2.  对每一个固定的t, Xt 为一随机变量.随机变Xt(t∈T)

所有可能取值的集合,称为随机过程X(ω,t) 的状态

空间,记为S.    S中的元素称为状态.

3. 对每一个ω0∈Ω,X(ω0,t)是定义在T上的普通函数.  

记为 x(ω0,t), 称为随机过程的一个样本函数.

或样本轨道.

样本函数的图形称为样本曲线．
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随机过程定义的进一步解释：



基本定义
设𝐗 = {𝐗𝐭 𝛚 : 𝐭 ∈ 𝐓} 定义在概率空间(Ω, F, P)上取实值的随

机过程，若对任意的𝐭 ∈ 𝐓， 

1）： 𝐩 𝐥𝐢𝐦𝐬→𝐭 𝐗𝐬 − 𝐗𝐭 = 𝟎 = 𝟏成立，称𝐗𝐭 𝛚 样本轨道连

续； 
 

2） 若对任意的𝛆 > 0, 𝐥𝐢𝐦𝐬→𝐭 𝐩  𝐗𝐬 − 𝐗𝐭 ≥ 𝛆 = 𝟎, 称𝐗𝐭 𝛚 

依概率连续； 
 

3）若𝐥𝐢𝐦𝐬→𝐭 𝐄  𝐗𝐬 − 𝐗𝐭 
𝟐 = 𝟎， 称𝐗𝐭 𝛚 均方连续，记为𝐋𝟐-连

续； 
 

4）若𝐭 ∈ 𝐍, 𝐥𝐢𝐦𝐧→∞ 𝐄  𝐗𝐧 − 𝛏 𝟐 = 𝟎, 则称{𝐗𝐧, 𝐧 = 𝟏, 𝟐, ⋯ }

均方收敛到𝛏； 



例 1：设𝛇 𝛚 和𝛈 𝛚 是定义在同一概率空间上的两个

随机变量，定义随机过程𝐗 = {𝐗𝐭 𝛚 : 𝐭 ≥ 𝟎}为： 

 

𝐗𝐭 𝛚 = 𝛇 𝛚 + 𝐭 𝛈 𝛚  

 

则可以验证 

 

𝐥𝐢𝐦
𝐬→𝐭

 𝐗𝐬(𝛚) − 𝐗𝐭(𝛚) = 𝐥𝐢𝐦
𝐬→𝐭

 (𝐬 − 𝐭)𝛈 𝛚  = 𝟎 

 

故随机过程𝐗𝐭 𝛚 样本轨道连续 
 



例 2.设随机过程𝐗 𝐭 = 𝐕𝐜𝐨𝐬𝛚𝐭 , t∈(-∞,+∞),其

中 ω 为常数,V 服从[0,1]上的均匀分布. 

 

⑴确定{X(t),t∈(-∞,+∞)}的两个样本函数.  

⑵求 t=0,t=3π /4ω 时,随机变量的概率密度函数.  

⑶求 t= π /2ω 时 X(t) 的分布函数.  

 

解：1）取 V=1/2, 1/3 分别得到两个样本函数 

𝐗𝟏 𝐭 =
𝟏

𝟐
𝐜𝐨𝐬𝛚𝐭,    𝐗𝟐 𝐭 =

𝟏

𝟑
𝐜𝐨𝐬𝛚𝐭 
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随机过程的分类
根据时间指标集合T与状态空间S离散与否,随机过程可分为

1. 离散时间+离散状态的随机过程 (生物群体增长问题)     

2. 离散时间+连续状态的随机过程 (天气预报)

3. 连续时间+离散状态的随机过程 (网站访问人数) 

4. 连续时间+连续状态的随机过程 (随机相位波) 

伯努利过程——离散时间+离散状态
严高斯过程——离散时间+连续状态
泊松过程 ——连续时间+离散状态
正态过程 ——连续时间+连续状态



二随机过程的有限维分布函数族

设{X(t), t∈T}是定义在概率空间上的随机过程

1.一维分布函数

对任意固定的t∈T, X (t)为一维随机变量. 

称其分布函数

F (t ; x)=P(X(t) ≤ x),   x ∈R

为随机过程{X(t), t∈T}的一维分布函数.



2.二维分布函数

对任意固定的t1, t2∈T, X (t1) ,X (t2)为两个随
机变量. 称其联合分布函数

F (t1,t2; x1, x2)=P( X(t1) ≤x1, X(t2) ≤x2 ),

x1, x2∈R

为随机过程{X(t), t∈T}的二维分布函数.



对任意固定的t1, t2,  …, tn∈T, X (t1) ,X (t2),…, 

X (tn)为n个随机变量. 称其联合分布函数

F (t1,t2 ,…,tn ; x1, x2,…, xn)

= P( X(t1) ≤x1, X(t2) ≤x2 … X(tn) ≤xn )

x1 x2,…, xn ∈R

为随机过程{ X(t), t∈T }的n维分布函数.

3. n维分布函数



称随机过程{ X(t), t∈T}的一维分布函数,二维
分布函数,…,n维分布函数,…,的全体为随机
过程的有限维分布函数族.

4.有限维分布函数族

注: 有限维分布函数族能够描述随机过程的统计特性. 另
一个工具是有限维特征函数族。



有限维分布函数族的性质
对称性

),,,;,,,(
2121 nn iiiiii xxxtttF 

),,,;,,,( 2121 nn xxxtttF 

的任意一个排列，则是设 niii n ,,2,1,,, 21 

相容性 设 m<n,  则

),,,;,,,( 2121 mm xxxtttF 

),,,,,;,,,,,,( 21121    mnmm xxxtttttF



定义: (s.p.相互独立)  设{𝐗 𝐭 , 𝐭 ∈ 𝐓}和{𝐘 𝐭 , 𝐭 ∈ 𝐓}是

定义在同一概率空间(Ω, F, P)上取实值的两个随机过程，若

对任意的自然数 𝐦, 𝐧 ≥ 𝟏 , m+n 个不同的时间指标         

𝐭𝟏，𝐭𝟐，⋯𝐭m , 𝐬𝟏，𝐬𝟐，⋯𝐬𝐧 ∈ 𝐓, 以及 m+n 个实数

𝐱𝟏，𝐱𝟐，⋯𝐱m , 𝐲𝟏，𝐲𝟐，⋯𝐲𝐧 ∈ 𝐑, 若 

𝐩 𝐗𝐭𝟏 ≤ 𝐱𝟏, 𝐗𝐭𝟐 ≤ 𝐱𝟐, ⋯𝐗𝐭𝐦 ≤ 𝐱𝐦, 𝐘𝐬𝟏 ≤ 𝐲𝟏, 𝐘𝐬𝟐

≤ 𝐲𝟐, ⋯𝐘𝐬𝐧 ≤ 𝐲𝐧 

= 𝐅
𝐭𝟏，𝐭𝟐，⋯𝐭m

𝐗  𝐱𝟏，𝐱𝟐，⋯𝐱m 𝐅
𝐬𝟏，𝐬𝟐，⋯𝐬𝐧

𝐘 (𝐲𝟏，𝐲𝟐，⋯𝐲𝐧) 

则称 S. P. X 与 Y 相互独立。 
 



柯尔莫果洛夫（Kolmogorov）存在定理 

对于给定的参数集 T 和具有对称性与相容性的分布函数

族 

𝐅 =  𝐅𝐭𝟏,𝐭𝟐,⋯𝐭𝐧 𝐱𝟏，𝐱𝟐，⋯𝐱𝐧 : ∀𝐭𝟏, 𝐭𝟐, ⋯𝐭𝐧

∈ 𝐓, 𝐱𝟏，𝐱𝟐，⋯𝐱𝐧 ∈ 𝐑, 𝐧 ∈ 𝐍  

一定存在某个随机过程{𝐗 𝐭 , 𝐭 ∈ 𝐓}，使得 F 恰好是该随

机过程的有限分布函数族 



例3： 设随机过程 X(t)=A+Bt,  t≥0, 其中A, B 是相互独立的随机
变量, 且都服从标准正态分布N(0,1). 求该随机过程的一维和二维
分布.

解 对任意的t≥0, X(t)=A+Bt, 由题意知X(t)是正态分布.

又 E[X(t)]=0,       D[X(t)]=1+t2

所以X(t)的一维分布为X(t) ～N(0,1+t2)

又对任意的t1≥0, t2≥0, 

X(t1)=A+Bt1 ～N(0,1+t1
2) X(t2)=A+Bt2 ～N(0,1+t2

2)



补充定理：正态随机变量的线性变换仍是正态随机变量

1 2

1 2

1 1
( ( ) ( )) ( )X t X t A B

t t

 
  

 
即

由A,B独立知,  (A,B)服从二维正态分布

所以( X(t1), X(t2) ) 也服从二维正态分布



)](E[X)](E[X)](X)E[X())(X),(X( 212121 ttttttCov 又

21

21

1

)]B)(ABE[(A

tt

tt





所以协方差矩阵为




















2

221

21

2

1

11

11

ttt

ttt
M



而( X(t1), X(t2) ) 的均值向量为 μ =(0, 0) 

0,0),,(~))()(( 2121  ttMNtXtX 

所以该S.P.的二维分布为



例3. 0,cosA)(S.P.X  ttt设 其中A具有以下概率分布
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例4.利用重复掷硬币的试验定义一个随机过程

出现反面

出现正面






,2

,cos
)(

t

t
tX


0 t  

出现正面与反面的概率相等.

⑴ 求X(t)的一维分布函数F(1/2; x),F(1; x).

⑵ 求X(t) 的二维分布函数F(1/2,1; x1,x2).

例5.利用掷一次硬币的试验定义一个随机过程



随机过程可推广到

 多维随机过程

定义设{Xt,t∈T}和{Yt,t∈T}是定义 在同一概率空间
(Ω,F,P)上的两个实随机过程.

则称{Xt,Yt, t∈T}是二维随机过程.

 复随机过程

定义 设{Xt,t∈T}和{Yt,t∈T}是定义在同一概率空间
(Ω,F,P)上的两个实随机过程.令

Zt= Xt+jYt t∈T

则称{Zt, t∈T}是复随机过程.


