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上讲回顾

第22讲 矩阵特征值估计

 特征值界的估计

 盖尔圆法 
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特征值界的估计 

矩阵特征值估计

 特征值计算较困难，希望找到简便的特征值界

限或分布范围的估计方法

定理1
 设A∈Rn×n，λ为A的任意特征值，则有

• 其中 
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特征值界的估计 

定理2 
 设A∈Rn×n，λ为A的任意特征值，则有

• 其中 
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盖尔圆法

定义

 设A=(ai,j)n×n∈Rn×n，由方程所确定的圆称为A
的第i个盖尔圆，Ri称为盖尔圆的半径

定理3
 矩阵A的所有特征值均落在它的所有盖尔圆的

并集之中  
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盖尔圆法

定理4
 将矩阵A的全体盖尔圆的并集按连通部分分成

若干个子集

• 一个子集由完全连通的盖尔圆组成，不同子集没有

相连通的部分

• 对每个子集，若它恰好由K个盖尔圆组成，则该子

集中恰好包含A的K个特征值

 说明

• 盖尔圆相互重叠时重复计算，特征值相重时也重复

计算  
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盖尔圆法

推论

  孤立盖尔圆中恰好包含一个特征值

 实矩阵的孤立盖尔圆恰好包含一个实特征值

 盖尔圆方法中盖尔圆半径可以按列求和(因为方

阵转置后特征值不变)

 盖尔圆半径变为Ri，两个盖尔圆定理仍然成立 
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盖尔圆法

说明 
 相似矩阵P-1AP与A具有相同的特征值，取  
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第23讲 广义特征值与极小极大原理

 广义特征值问题

瑞利商

极小极大原理
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广义特征值问题 

定义

 设A、B为n阶方阵，若存在数λ，使得方程

Ax=λBx存在非零解

• 则称λ为A相对于B的广义特征值

• x为A相对于B的属于广义特征值λ的特征向量

– 是标准特征值问题的推广

当B＝I（单位矩阵）时，广义特征值问题退化为标准

特征值问题。

– 特征向量是非零的
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广义特征值问题 

广义特征值的求解 

 特征方程 

 求得λ后代回原方程Ax=λBx可求出x 

本课程进一步考虑A、B厄米且为正定矩阵

的情况 

 A B x 0    B A x 0  

 det A B 0 
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广义特征值问题 

等价表述

 B正定，B-1存在 

• 广义特征值问题化为了标准特征值问题

• 但一般来说，一般B-1A不再是厄米矩阵 

 B厄米，存在Cholesky分解，B=GGH，G满秩

• 则                                也成为标准特征值问题   

1B Ax x  

HAx GG x  HG x y

  11 HG A G y y
  
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广义特征值问题 

                   为厄米矩阵，广义特征值是实数，可

以按大小顺序排列

 一定存在一组正交归一的特征向量满足

 还原为  
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瑞利商 

定义

 A、B为n阶厄米矩阵，且B正定，称A相对于B
的瑞利商为

• 说明：若x1,x2,…,xn为线性无关向量组，则
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瑞利商 

瑞利商性质

 [证明 ]

• 取

• 当

• 另一方面 
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瑞利商 

当B＝I时，标准特征值问题 Ax x  HA A
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瑞利商 

定理1
 设

 则

• 这一结果不便于应用，希望对上述结果进行改造，

改造成不依赖于xi的一种表达方式 

• a1=0,an=0的情况均对应于x在（n-1）维的子空间内

变动，x在L中变动是在一个(s-r+1)维子空间中变化

• 一般的，x在Cn的(n-1)维子空间Vn-1中变动时   
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极小极大原理

对于不同的Vn-1，R(x)最小值及最大值有可

能不同，其中各个最小值中最大者为λ2，

各个最大值中的最小者为λn-1 

定理2
 设Vk是Cn的一个k维子空间，则

• 以上两式称为广义特征值的极小极大原理  
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极小极大原理

讨论

 B＝I时，标准特征值问题同样存在上述关系

 矩阵奇异值问题     2 HA A A    
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线性空间 线性子空间

线性变换基与坐标

矩阵表示

相似变换对角化

内积空间 范数

酉对角化 Jordan标准形

幂及多项式

矩阵级数

矩阵函数

矩阵微积分矩阵三角分解

矩阵QR分解

矩阵FG分解

矩阵奇异值分解

广义逆

最小二乘法

全面最小二乘法

特征值估计

广义特征值
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