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上讲回顾

第12讲矩阵的QR分解

 Givens矩阵与Givens变换 

 Householder矩阵与Householder变换 

 QR分解 
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Givens矩阵与Givens变换 

定义

 设实数c与s满足 2 2c s 1 
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Givens矩阵
（初等旋转矩阵） 

ij ijT T (c, s)

标记为标记为

由Givens矩阵所确定
的线性变换称为

Givens变换



lexulexu@@mail.xidian.edu.cnmail.xidian.edu.cn 矩矩  阵阵  论论 4

Givens矩阵与Givens变换 

性质

 （1）

 （2） 
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Givens矩阵与Givens变换 

定理1.
 设

 存在有限个Givens矩阵的乘积T，使得

 其中：

• x为实数时

• x为复数时

推论

 对于任何非零列向量x∈Rn及任何单位列向量 z(|z|=1)

 均存在着有限个Givens矩阵的乘积T

 使得

 T
1 2 nx 0    

1Tx x e

2 T
2

x x x x 
Hx x x

 T
1e 1 0 0 0 

Tx x z
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Householder矩阵与Householder变换 

平面直角坐标系中，将向量x关于e1轴作镜像变换

，则得到 

将其推广至n维，可定义

 设有单位列向量u∈Rn 
• 则称H=I-2uuT为Householder矩阵（初等反射矩阵）

• 由Householder矩阵所确定的线性变换（y=Hx）称为

Householder变换 

 1 1 T
2 2

2 2

1 0
y I 2e e x Hx

0 1
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Householder矩阵与Householder变换 

定理2
 对任何非零列向量x∈Rn及单位列向量z∈Rn 

 存在Householder矩阵H，使得

定理3
 初等旋转矩阵（Givens矩阵）是两个初等反射

矩阵的乘积

Hx x z
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QR分解

定义

 如果实（复）矩阵A可化为正交（酉）矩阵Q与实（复

）上三角矩阵R的乘积

• 即

• 则称上式为A的QR分解

定理

 设A是n阶的非奇异矩阵，则存在正交（酉）矩阵Q与

实（复）上三角矩阵R
• 使得

• 且除去相差一个对角元素的绝对值（模）全为1的对角因子外

，上述分解唯一  

A QR

A QR
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QR分解

定理5
 设A是m×n的实（复）矩阵，且其n个列线性

无关，则A具有分解A=QR，其中

• Q是m×n阶实（复）矩阵，且满足

• R是n阶实（复）非奇异上三角矩阵

• 除了相差一个对角元素的绝对值（模）全为1的对角

阵因子外，上述分解唯一 

T HQ Q I(Q Q I) 
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第13讲 QR分解及满秩分解 

矩阵QR分解计算方法

矩阵的满秩分解

10
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QR分解

求QR分解的方法 
 [方法一]采用Givens方法 

• 将n阶非奇异矩阵A写为

• 存在有限个Givens矩阵的乘积T1，使得  

T T
(1)bA

 
  

 

     

 

1 1 1
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QR分解
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QR分解

 令 

 则

 其中

• R为上三角矩阵

• Q为正交矩阵

2n 2 n 3
1

3n 1 n 2 2

I 0I 0 I 0 1 0
T T

0 T0 T 0 T 0 T
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QR分解

 [方法二]采用Householde方法
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QR分解

 令

 是n阶Householder矩阵

 即S为有限个Householder矩阵的连乘积

2n 2 n 3
1

3n 1 n 2 2

I 0I 0 I 0 1 0
S H

0 H0 H 0 H 0 H
 

 

      
       
      



T T
uH = I - 2uu (u R ,u u = 1)n-l

n-l 

l l

n-l

T T T
n nT

u

I 0 I 0 0 0 0
2 I 2 0 u I 2vv

0 H 0 I 0 uu u
       

               
      

T T(v R , v v = u u = 1)n-l
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QR分解

 [方法三] Gram-schmidt正交归一化方法

•  对于

• 各列向量线性无关可进行正交化 

 1 2 nA a a a 

1

j j 1
j 1

j j j jl 1
j 1

lj j
j 1

a k q
q ,k a ,q y a k q

a k q

l
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QR分解

 改写： 
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矩阵的满秩分解 

定义 
 设

• 若存在矩阵

• 使得A=FG

• 称其为A的一个满秩分解

 Note：
• F为列满秩矩阵，即列数等于秩

• G为行满秩矩阵，即行数等于秩

• 满秩分解不唯一      

m n
rA C (r 0) 

m r
rF C  r n

rG C 

r r
rD C  可逆方阵 

1 1

1

1

F G

(FD)(D G)
F(DD )G

A FG












m r r n
1 r 1 rF C ,G C  
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矩阵的满秩分解

存在性定理

 任何非零矩阵均存在满秩矩阵

• 证明：采用构造性证明方法

– 设

– 存在初等变换矩阵

– 将A写成 A=E-1B ，把E-1分块    

m n
rA C 

m m
mE C 

G r
EA B .......

O (m r)

 
    

  

行

行

r n
rG C 

 1

r (m r)
E F | S




列 列m r

rF C 

. G
A F . S .... FG

. O
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矩阵的满秩分解

Hermite标准形（行阶梯标准形）

 设

 且满足 
• B的前r行中每一行至少含一个非零元素（称为非零

行），且第一个非零元素为1，而后(m-r)行的元素

全为零（称为零行）

• 若B中第 i 行的第一个非零元素（即1）在第ji列

(i=1,2,…,r)，则 j1 < j2 <…< jr

• 矩阵的第j1列，第j2列，…,第jr列合起来恰为m阶单

位方阵Im的前r列（即j1 , j2 ,…, jr列上除了前述的1外
全为0）则称为Hermite标准形 

m n
rB C (r 0) 

4 5
2 2

4 5

0 0 1 0 2
0 0 0 1 3

B C
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0





 
 
  
 
 
 

j1 j2
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矩阵的满秩分解

满秩分解的一种求法

 设

• 采用行初等变换将Ａ化成Hermite标准形，其矩阵形

式为ＥＡ＝Ｂ，其中Ｂ为Hermite标准形定义中给出

的形状 

• 选取置换矩阵

– Ｐ的第ｉ列为ｅｊｉ，即该列向量除第ｊｉ个元素为1外，

其余元素全为零（ｉ＝１，２，．．．，ｒ）,其中ｊｉ为

Hermite标准形中每行第一个非零元素（即1）所在的列数 

– 其它（ｎ－ｒ）列只需确保Ｐ为置换矩阵即可（Ｐ的每一

行，每一列均只有一个非零元素，且为1）    

m n
rA C 
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矩阵的满秩分解

– 用Ｐ右乘任何矩阵（可乘性得到满足时），即可将该矩阵

的第ｊｉ列置换到新矩阵（即乘积矩阵）的第ｉ列

– 令

• 令Ｇ＝Ｂ的前ｒ行   

 1
r (n r)

P P | *



列 列

1 2 r

n r
1 j j j rn r

P e e ...e C 


   

r n
rC  m r

1 rF AP C  

A FG
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矩阵的满秩分解

证明

 可以通过求出E、E-1再将E-1分块得到F
• 求解E-1比较复杂

 注意到 

G
EA B

O
 

   
 

 1 G
A E B F | S FG

O
  

   
 

m r
rF C 

r n
rG C 

r
1

I
BP

O
 

  
 

 1 r
1 1

I
AP E BP F | S F

O
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矩阵的满秩分解

例2　求矩阵满秩分解

 解

• 首先求出Ａ的秩

– 显然，前两行互相独立，而第三行可由第一行减去第二行

得到，故 ｒ＝２ 

1 2 3 0
A 0 2 1 1

1 0 2 1
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矩阵的满秩分解

 进行初等变换将Ａ化为Hermite标准型 

 3

1 2 3 0 . 1 0 0
A | I 0 2 1 1 . 0 1 0

1 0 2 1 . 0 0 1

 
   
  

(3) (1) (2) 

1 2 3 0 . 1 0 0
0 2 1 1 . 0 1 0
0 0 0 0 . 1 1 1

 
  

  

(1) (2)

1 0 2 1 . 1 1 0
0 2 1 1 . 0 1 0
0 0 0 0 . 1 1 1

 
  

   

(2) / 2

1 0 2 1 . 1 1 0
0 1 1/ 2 1/ 2 . 0 1/ 2 0
0 0 0 0 . 1 1 1
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矩阵的满秩分解

 求出Ｐ１及ＡＰ１ 

 验证

1 2j 1, j 2 

1

1 0
0 1

P
0 0
0 0

 
 
 
 
 
 

1 0 2 1
B 0 1 1/ 2 1/ 2

0 0 0 0

 
   
  

1

1 2
F AP 0 2

1 0

 
    
  

1 2 1 2 3 0
1 0 2 1

FG 0 2 0 2 1 1
0 1 1/ 2 1/ 2

1 0 1 0 2 1
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