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上讲回顾

第8讲 Jordan标准形应用

 Jordan标准形的幂及多项式

 矩阵序列

 矩阵级数 

 方阵的幂级数 

 矩阵函数 
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Jordan标准形的幂及多项式 

Jordan标准形的幂
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Jordan标准形的幂及多项式

Jordan标准形多项式
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矩阵序列

矩阵序列

 定义

•  

•     

•  

•  

•   
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矩阵序列

收敛矩阵的定义

  

  

   
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矩阵级数

定义

  

 部分和

 若矩阵序列{S(N)}收敛,且有极限S, 则称该矩阵

级数收敛,且有和S，记为 
   

矩阵级数 
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方阵的幂级数 

定义

 A为方阵

   

            称为A的Neumann级数

• [定理] Neumann级数收敛的充要条件是

– A为收敛矩阵

– 且在收敛时其和为 (I - A)-1 
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方阵的幂级数

收敛圆 
 若矩阵A的特征值全部落在幂级数的收敛圆内

 则矩阵幂级数是绝对收敛的 

 反之, 若A存在落在的收敛圆φ(z)外的特征值, 则
φ(A)是发散的

[推论]
 若幂级数在整个复平面上收敛, 则对任何的方阵

A, φ(A)均收敛 
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 矩阵函数 

定义

 以矩阵为自变量的“函数”(实际上是“函矩阵”)  
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第9讲 矩阵函数的求解

矩阵函数的计算 

利用Jordan标准形求矩阵函数
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矩阵函数的计算 

 Hamilton-Cayley定理

 n阶矩阵A是其特征多项式的零点

• 即令

• 则有  

 [证明]
• 设A的特征值为

• 则φ(λ)又可写成  

1
1 1( ) det( ) n n

n nI A c c c     
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矩阵函数的计算 

• 由Schur引理知

– 存在酉矩阵U, 使得 
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矩阵函数的计算 

1 3 1

2 3 2

4 3 1

0 0
* *

...* 0

0 0 0 0 0

n

n

n n

   
   

   

      
           
     
           
          

 


 


1 4 1

2 4 2

3 4

1

0 0 0 * *
0 0 0

...*
0

0 0 0 0 0 0

n

n

n n

   
   

 
 

     
         
     
        
        

   


0 0 0
0 0 0

0

0 0 0

 
 
 

  
 
 
  

 
 

    

 

( ) 0A 



lexulexu@@mail.xidian.edu.cnmail.xidian.edu.cn 矩矩  阵阵  论论 15

矩阵函数的计算 

零化多项式

 对于多项式 f (z)

 若f (A)=0

 则称f (z)为A的零化多项式

方阵A的特征多项式为A的零化多项式   
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矩阵函数的计算

例1: 四阶矩阵的特征值是π、-π、 0、 0, 
求矩阵指数函数、正弦函数、余弦函数

 解:  
4 2 2( ) ( )( )( 0)( 0)                

4 2 2A A 

4 2 2( ) 0A A A   

5 2 3 6 2 4 4 2, ,A A A A A     
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矩阵函数的计算

 正旋函数
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矩阵函数的计算

 余旋函数
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矩阵函数的计算

 指数函数
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利用Jordan标准形求矩阵函数 

对于矩阵的多项式 f，有
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不仅对矩阵的多项式成立，对矩阵的幂级数也成立 
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利用Jordan标准形求矩阵函数

矩阵函数的另一种定义及计算方法

 设n阶矩阵A的Jordan标准形为J

 且有非奇异矩阵P使得：  
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利用Jordan标准形求矩阵函数

 对于函数f(z)，若下列函数均有意义，则称矩阵

函数f(A)有意义

 且有  ( )1
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利用Jordan标准形求矩阵函数

矩阵函数的求法（步骤）

 求出A的Jordan标准形J及变换矩阵P

 对于的各Jordan块 Ji 求出 f(Ji)  
• 即计算出

• 按照顺序构成 f(Ji) 

1P AP J 

 1( ), ( ),......., ( )im
i i if f f  
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利用Jordan标准形求矩阵函数

 合成

 矩阵乘积给出

 Note：计算结果与Jordan标准形中Jordan块的

顺序无关   
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1( ) ( )f A Pf J P 
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利用Jordan标准形求矩阵函数

例2 （教材P70例1.27）

 [解] 1.求出J及P 

1 2 3 4
1 2 3

1 2
1

A

 
 
 
 
 
 

A

1

1 1 0 0 8 4 0 0 2 2 1 0
1 1 0 4 1 1 4 2 01, ,

161 1 2 2 8 16
1 1 16

J P P 

      
            
     
     
     

1 11, 4, ( )m f z z   
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利用Jordan标准形求矩阵函数

 2. 求出 

 构成 f(Ji)

 1( ), ( ),......., ( )im
i i if f f  

(1) 1f 
11 12(1) | 12 2
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3 51 1 3 32 2(1) |                       (1) |1 14 4 8 8
f z f zz z

 
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利用Jordan标准形求矩阵函数

 3.合成

 4.矩阵乘积给出

( ) ( )1f J f J

1( ) ( )f A Pf J P 

1 1 1 1
1 1 1

( )
1 1

1

f A

 
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利用Jordan标准形求矩阵函数

 Note1：

 Note2：矩阵函数的种类不仅是我们介绍的这种，

如辛矩阵 

2

2

1 1 1 1 1 2 3 4
1 1 1 1 2 3

[ ( )]
1 1 1 2

1 1

f A A

   
   
     
   
   
   



lexulexu@@mail.xidian.edu.cnmail.xidian.edu.cn 矩矩  阵阵  论论 29

利用Jordan标准形求矩阵函数

Note3：
 当函数f(z)不存在泰勒展开(而存在洛朗展开)

 如按原先的幂级数定义，则根本无从谈f(A)的
计算

 可见新的定义延拓了原来的定义 
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作业

P163 
 5，6 


