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马尔可夫链的概率分布

本节主要内容

切谱曼—柯尔莫哥洛夫方程

马尔可夫链的概率分布

初始分布

绝对分布

有限维分布
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Chapman-kolmogorov方程(C-K方程)

{ , 0} SnX n ≥设X= 是状态空间 上的马氏链，则有定理6.2.1 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ), , , 0, ,k m k m
ij il lj

l
p n p n p n k n m k i j S+ = + ≥ ∈∑

或矩阵形式

)()()( )()()( knnn mkmk +=+ PPP

( ) ( ) { )k m
ij n k m np n P X j X i+

+ += = =证明

{ ,( ) )n k m n
l

n kP X jl iX X+ ++= = ==U
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, ){ ( )n k m nn k
l

P X j Xl iX ++ +== = =U

, )( )n k mn n
l

kP X j X iX l + ++= = ==∑

) ( , )( n n k m nn n k
l

kP X i P X j XX l Xi l+ + + += = ⋅ = == =∑

) (( )n n k mn k n k
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P X i Pl lXX j X+ ++ += = ⋅ == =∑
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il lj

l

p n p n k= ⋅ +∑
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C-K方程的直观意义：

系统在n 时从状态i的出发,经过k+m步转移,于n+k+m
时到达状态j,可以先在n时从状态i出发，经过k步转移

于n+k时到达某种中间状态l,再在n+k时从中间状态l出
发经过m步转移于n+k+m时到达最终状态j,而中间状态

l要取遍整个状态空间S.
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若取m=1,则由C-K方程的矩阵形式:

)()()( )()()( knnn mkmk +=+ PPP

得 ( 1) ( ) (1)( ) ( ) ( )k kn n n k+ = +P P P

( 1) ( ) ( 1) ( )k n n k n k−= ⋅ + − ⋅ +P P P
=L

( ) ( 1) ( 1) ( )n n n k n k= ⋅ + + − ⋅ +P P P PL

( , 0)n k ≥
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分量形式

1 1 2

1 2

( 1) ( ) ( ) ( 1) ( )
k

k

k
ij ij j j j j

j j j

p n p n p n p n k+ = ⋅ + +∑∑ ∑L L

( , 0, , )n k i j S≥ ∈

( )

X
, 0k k k= ≥P P

特别的， 为齐次马氏链时，有

结论：马尔可夫链的k 步转移概率由其一步转移概

率所完全确定.
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例6.2.1 设X={Xn，n≥0}是描述天气变化的齐次马

氏链. 状态空间为S={0，1}，其中0与1分别表示有雨

和无雨天气.  X的一步转移概率矩阵为

0.7 0.3
0.6 0.4
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

P

对任意的状态i，j∈S，计算三步转移概率
)3(

ij
p

并比较各个概率值？并思考如果转移步数增大
，上述概率有什么规律？
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3 2

2

C-K

0.7 0.3 0.7 0.3
0.6 0.4 0.6 0.4

0.583 0.417
0.556 0.444

=

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

P P P
解：利用 方程得
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马尔可夫链的概率分布

初始分布

定义6.2.1 马氏链X={Xn，n≥0} 的状态空间为S
(0)

0( ),jq P X j j S= = ∈记

(0) : Xjq j S∈则称概率分布{ }为马氏链 的初始分布.

称向量
(0) (0) (0) (0)

1 2( , , , )jq q q=q L L

为马尔可夫链的初始分布向量.
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有限维分布

定理6.2.2  马尔可夫链X的有限维分布由其初始分
布和一步转移概率所完全确定.

证明
1 2 1 21, 0 , , , , ,n nn t t t i i i i S∀ ≥ ∀ ≤ < < < ∈L L对

1 21 2{ , , , }
nt t t nP X i X i X i= = =L

1 21 20{ , }( ) , , ,
nt n

i
t tP X i X i Xi iX= = = == LU

1 2 20 1{ , ,( }), ,
nt t

i
t nP X i XX i i X i= = = == LU
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1 20 1 2( , , , , )
nt t t n

i
P X i X iX i X i= = = ==∑ L

1 2 11 1020 0 ,( ) ( ) ( )t t t
i

X i X iP P X X ii P X i X i= = ⋅=⋅ == = =∑

1 11 10( , , , )
n nt n t t nX iP X i X i X i

− −⋅ ⋅ = = ==L L

1 2 10 01 2 1( ) ( ) ( )t t t
i

X i X iP P X i P X i X i= ⋅ = ⋅= == =∑

1 1( )
n nt n t nP X i X i

− −⋅ ⋅ = =L

11 2 1

1 1 2 1

(0)
1 1(0) ( ) ( ).n n

i n n

t tt t t
ii i i i i n

i
q p p t p t−

−

−−
−= ⋅ ⋅∑ L
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又因为马尔可夫链的k步转移概率由一步转移概率所
完全确定.

所以马尔可夫链的有限维分布由其初始分布和

一步转移概率所完全确定.
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绝对分布

定义6.2.2 马氏链X={Xn，n≥0} 的状态空间为S
(0) P( ), , 0j nq X j j S n= = ∈ ≥记

( ) : Xn
jq j S∈则称概率分布{ }为马氏链 的绝对分布.

称向量
( ) ( ) ( ) ( )

1 2( , , , )n n n n
jq q q=q L L

为马氏链X的绝对分布向量.
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定理6.2.3  马尔可夫链X的绝对分布由其初始分布
和一步转移概率完全确定.

( ) ( )n
j nq P X j= =证明

0( ( ), )n
i

P X i X j= = =U

0( ( , )n
i

P X i X j= = =U
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0( ( , )n
i

P X i X j= = =U

0( , )n
i

P X i X j= = =∑

0 0( ) ( )n
i

P X i P X j X i= = ⋅ = =∑
(0) ( ) (0) 0, ,n
i ij

i
q p n i j S= ≥ ∈∑
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对于齐次马尔可夫链，上述结论可表示为

( ) (0) , 0n n n= ≥q q P
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X={ , 0}nX n ≥例6.2.2   为齐次马氏链，状态空间为

S={0，1，2}.转移概率矩阵为

2 1 0
3 3
1 1 1
3 3 3

1 10
2 2

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

P

初始分布 ,2,1,0,
3
1)0( == iqi 试求： 0 2

2

(1) ( 0, 2);
(2) ( 2).

P X X
P X

= =

=
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解
0 2

0 2 0

1 ( 0, 2)
( 0 ( 2 0)

P X X
P X P X X

= =

= = ⋅ = =

（）

)

(2)
02

1
3

p= ⋅

(2)
02p其中 为两步转移概率，是两步转移概率

矩阵中第一行第三列元素.
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2 2P P=（ ）而

5 3 1
9 9 9
3 7 5
9 1 8 1 8
1 5 5
6 1 2 1 2

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

(2)
02

1
9

p⇒ =

(2)
0 2 02

1( 0, 1)
3

P X X p= = = ⋅因此
1 1 1
3 9 27

= × =
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(0) (2)
2 2(2) ( 2) i i

i
P X q p= = ⋅∑

(2) (2) (2)
02 12 22

1 ( )
3

p p p= + +

1 1 5 5( )
3 9 18 12

= + +

29
108

=
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例6.2.3  社会学家将家庭的个体收入分为低、中、高
三个等级，分别表示为1、2、3。研究者发现，个体收
入等级在很大程度上取决于其父代收入的等级， 令
Xn，表示一个家庭第n代个体的收入等级，则该家庭
相继后代收入等级的变化可用齐次马氏链X={Xn，
n≥0}描述，状态空间为S={1，2，3}.且有一步转移概

率矩阵
0 . 6 5 0 . 2 8 0 . 0 7

P 0 . 1 5 0 . 6 7 0 . 1 8
0 . 1 2 0 . 3 6 0 . 5 2

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
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如果个体当前收入等级为3，试分析经过三代后个体收
入等级转变为2的可能性，进一步分析经过n代后个体
收入等级的概率分布，并具体计算n=10时，个体收入

等级的概率分布。

(3)
3 0 32( 2 3)=P X X p= =解 

2

0 . 4 7 0 . 3 9 0 . 1 3
P 0 . 2 2 0 . 5 6 0 . 2 2

0 . 1 9 0 . 4 6 0 . 3 4

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
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3 2

0 . 3 8 0 . 4 4 0 . 1 7
P P P 0 . 2 5 0 . 5 2 0 . 2 3

0 . 2 3 0 . 4 9 0 . 2 7

⎡ ⎤
⎢ ⎥= = ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

(3)
3 0 32( 2 3)= 0.49P X X p⇒ = = =

( ) ( ) ( ) ( ) (0) (0) (0)
1 2 3 1 2 3( , , )=( , , )Pn n n n n

n
q q q q q q=q

代后的等级的概率分布为分布
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(10) (10) (10) (10) (0) (0) (0) 10
1 2 3 1 2 3

10
( , , )=( , , )P

= 0.286, 0.489, 0.225

n
q q q q q q

=

=q
时，代后的等级的概率分布为分布

( )
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练习设 X={ , 0}nX n≥ 是状态空间为{a,b,c}的齐次马氏链.

其一步转移概率矩阵为

1 1 1
2 4 4
2 10
3 3
3 2 0
5 5

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

P

71 2 3 4 5 6 0

2

(1) { , , , , , , }

(2) { },n n

P X b X c X a X c X a X c X b X c

P X c X b+

= = = = = = = =

= =

求


