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第六章 离散时间马尔可夫链

马尔可夫过程是前苏联数学家A.A.Markov首先提出和研究

的一类随机过程.
十九世纪后二十年 Markov主要致力于独立随机变量和古
典极值理论的研究,并改进和完善了大数定律和中心极限定

理．
二十世纪初 Markov的兴趣转移到相依随机变量序列的研
究,并创立了以他命名的著名概率模型——马尔可夫链．

经过世界各国几代数学家的相继努力,马尔可夫过程已成为内
容十分丰富,理论上相当完整,应用非常广泛的一门数学分支.
应用领域涉及计算机、通讯、自动控制、随机服务、可靠性、
生物、经济、管理、气象、物理、化学等.
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本章内容

马尔可夫链的定义

马尔可夫链的概率分布

齐次马尔可夫链的状态分类

转移概率的极限与平稳分布
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离散时间马尔可夫链的定义
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X则称随机过程 为离散时间马尔可夫链，简称马氏链.

(6.1)式所表达的性质，称为马氏性.
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马氏性的直观解释

如果将时刻n看作现在，则时刻0，1，…，n-1就
表示过去，而时刻n+1就表示将来，

t n=

现在

1t n= +

将来
0,1,..., 1t n= −

过去

(6.1)式表示的马氏性指：在已知过程现在状态的条

件下，过程将来处于那个状态的概率不依赖于过程
过去经历的状态. 也称之为无记忆性.
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+称为马氏链 在 时刻从状态 到 的一步转移概率，

记为 即
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一般地，有以下定义
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定义 设马氏链 的状态空间为 ，对任

意的n 0,k 1以及任意的状态 ，用p 表示以下

条件概率，即
( ) ( ) ( , , , 0,) 1k
ij n k np n P X j X i j S ni k+= = ∈ ≥ ≥=

k n+k
j n k

.

X n i它表示马氏链 在 时从状态出发经过 步转移，于

时到达状态的概率，称为马氏链在 时刻的 步转移

概率

k=1时，
(1) ( )ij np n 为 时的一步转移概率, ( )ijp n记为
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( ) ( )

n k .

k
ij n jp i称以 为第行第列元素的矩阵为马氏链

在 时刻的 步转移概率矩阵记为

))(()( )()( npn k
ij

k =P

(1) (1)( ) ( ( ))ijn p n=P
k=1时 ，马氏链的一步转移概率矩阵为

( ) ( ( ))ijn p n=P
常简记为
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特别约定，当k＝０时，
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齐次马尔可夫链

( ) nijp n如果马氏链X的一步转移概率 衡与起始时刻 无关，即有

( ) ( 1) ( 2) ,ij ij ijp n p n p n i j S= + = + = ∈L

X则称马氏链具有时齐性，也称 为齐次马氏链.

为方便，一般常将齐次马氏链的起始时刻取为零．即

1 0( ) ,ijp P X j X i i j S= = = ∈

P=( )ijp相应的一步转移概率矩阵分别记为
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马尔可夫链举例

例6.1.1  (随机游动) 设一质点在直线上的整数格点

上作随机游动，移动规则如下：

i如果某时刻质点位于整数格点处，

i i+1i-1
pq

, 0, 1;p q p q≥ + =

n X={ , 0}
{0, 1, 2 }.

n nX X n
S

≥

= ± ± L

若以 表示质点在 时刻的位置，则

为齐次马尔可夫链.状态空间为 ，
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, i= 1 2 1
, i= 1 2 1
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ij
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p q j i
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± ± = +⎧
⎪= ± ± = −⎨
⎪ − >⎩

L

L

一步转移概率为

， ， ，

， ， ，

一步转移概率的直观表示—状态转移图



随机过程——西安电子科技大学数学系 冯海林

例(补)  (有限制随机游动)  设质点在直线上的{0，1
，2，···，a}各点上作随机游动，移动规则如下：

1 {1,2, , 1}i a∈ −L（）移动前 处 i i+1i-1
pq

r

0 10p

0r

;1,0,, =++≥ rqprqp

2 0i =（）移动前 处

0 0 0 0, 0, 1p r p r≥ + =

a-1
aq

a
ar

3 i a=（）移动前 处

, 0, 1a a a aq r q r≥ + =
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n X={ , 0}
{0,1, , }
n nX X n

S a
≥

= L

若 表示质点在 时的位置，则 是以

为状态空间的齐次马氏链.

其一步转移概率矩阵为
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例6.1.2   群体增长设某种生物群体的每个个体在其

生存期内彼此独立的产生后代，假设每个个体都以

概率pk产生k个后代，且有

1,0 =≥ ∑
k

kk pp

用Xn表示第n代生物群体的总数，则

{ , 0} {0,1, 2, }nX n S≥ = L是以 为状态空间的齐次

马尔可夫链.
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如果记第 代的生物群体个数 ，且这 个个体

各自产生的后代数分别记为随机变量 , , .

同时 有概率分布：

( ) , 1, 2,l kP k p kξ = = = L

1

1 2

X
( )

( ) ,
ij n n

i

p P X j X i

P j i j Sξ ξ ξ
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则马氏链 的一步转移概率为

+ +
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例6.1.3 (天气变化) 如果明天是否有雨仅与今天的天

气有关，而与过去的天气无关. 并设今天下雨、明天

有雨的概率为a，今天无雨而明天有雨的概率为b，
又假设有雨称为0状态天气，无雨称为1状态天气.  
Xn表示时刻n时的天气状态，则

{ , 0} S={0 1}nX X n= ≥ 是一以 ，为状态空间的齐次马氏链.

其一步转移概率矩阵为

⎥
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−
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bb
aa

1
1

P
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如果任意一天的天气与前两天的天气有关，即

δ
γ
β
α

）晴（）阴（

）晴（）阴（

）阴（）晴（

）晴（）晴（

明天今天昨天

10
10
01
11

}0,{ ≥nXn如果Xn仍表示时刻n的天气状态，则

是以下状态空间上的齐次马尔可夫链.

{(1,1),(1,0),(0,1),(1,1)}S = 一步转移概率矩阵为
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例6.1.4  (网页浏览) 因特网中所有的网页用以下集

合表示
},,,{ 21 NS ωωω L=

iω另设网页 上的超级链接数 (1 )i il l N≤ ≤

S S
, ( 1)

S

i i

j

p q p q
ω

ω

⊆

+ =

对应的网页集合为 ，用户进入网页 后，

分别以概率 按照两种方式选择进入

一个新的网页 ，一是从 中任选一个，另一个

是从当前网页的超级链接中再任选一个.



随机过程——西安电子科技大学数学系 冯海林

X n
X , 0,1, } Sn = L

n

n

若 表示用户 次选取后所在的网页，则

X={ 状态空间 上的齐次马氏链。

,
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j i

ij

j i

q p S
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p S
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一步转移概率为
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例6.1.5 设一个坛子中装有m个球，它们或是红色

的，或是黑色的，从坛子中随机的摸出一球，并换入
一个相反颜色的球.

设经过n次摸换,坛中黑球数为Xn,则

{ , 0} {0,1, , }nX X n S m= ≥ = L是以 状态空间的齐次马氏链.

其一步转移概率矩阵为



随机过程——西安电子科技大学数学系 冯海林

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

−

=

0100000

1010000

0002020

0000101
0000010

L

L

MMMMMMM

L

L

L

mm
m

m
m

m

m
m

m

P



随机过程——西安电子科技大学数学系 冯海林

例6.1.6 设一个坛子中装有b个黑球和r个球，每次
随机的从坛子中摸出一球再放回去，并加入c个同颜
色的球.

设Xn表示第n次摸放后坛中的黑球数,则

{ , 0} { , , 2 , }nX X n S b b c b c= ≥ = + + L状态空间为 的马氏链.

其一步转移概率为
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例6.1.7 { , 0}n nξ ≥设 是相互独立同分布的随机变量序列

( 1) , ( 1) 1 , 0, 0n nP p P p p nξ ξ= = = − = − > ≥

0 1X , 0n n nξ ξ ξ= + + + ≥L令

X={X , 0}n n ≥验证 是齐次马氏链.

X S={0 1 2 }±m L证明 的状态空间为 ， ， ，

0 1 +10, , , , ,n nn i i i i S≥ ∈L则对任意的 以及 ， 有
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1 1( )n n nP i iξ + += = −
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X因此， 是齐次马氏链.


