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§ 2.1 静电场的标势及其微分方程
一、静电场满足的方程及特性

静电场满足的Maxwell方程：

0E  D  

*无旋性 可以引入一个标量势来描述静电场

0J


PBE


,,, 

0M  0 HB


0,0  BH


0 BH


② 等均与时间无关

（ ， 为唯一解）

①

③不考虑永久磁体（ ） ④

静电场的特性：

静电场
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1．静电势的引入

0E   E  

静电场标势
[简称电势]

② 取负号是为了与电磁学讨论一致

 满足迭加原理③



 E


① 的选择不唯一，相差一个常数，只要

即可确定知道
















)( 2121

2211

21







EE

EEE





二、静电场的标势

静电场
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2、电势差 空间某点电势无物
理意义，两点间电

势差才有意义

电势差为电场力将
单位正电荷从P1移
到P2点所作功负值

)( PQ  

)( PQ  

① 电场力作正功，电势下降

电场力作负功，电势上升

)0(  
L

ldE


② 两点电势差与作功的路径无关

d dl E dl      

2

2 1
1

P

P P
P

E dl    

静电场
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电势参考点

通常选无穷远为电势

参考点

)(0  Q

（1）电荷分布在有限区域，

"0"

P
P

E dl  

P点电势为将单位
正电荷从P移到∞电
场力所做的功。

（2）电荷分布在无限区域不能选无穷远点作参考
点，否则积分将无穷大。

静电场
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三、电势的计算

（1）点电荷

3 2

0 0 0

( )
4 4 4P P

Qr Qdr Q
P dl

r r r


  

  
   

  

（2）点电荷系

1 0

( )
4

n
i

i i

Q
P

r






（3）连续分布电荷

0

( )
( )

4V

r
P dV

r r











静电场
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四、静电势的微分方程及边值关系

出发点： 目的：化为静电势满足
的微分方程和边值关系

静电场
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2.静电势的边值关系

(1) 两介质分界面

切向：由边界层电场强度有限，可知

说明：

法向：

静电场
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(2) 介质-导体分界面

静电场
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五、用静电势表示静电场

1

2
w E D 1. 一般方程： 能量密度

, 2. 若已知 总能量为

1

2 V
W dV  

2

1
不是能量密度

总能量 1

2
W E DdV


 

仅讨论线性均匀介质

静电场
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( ) ( )+D D D DE D            导出过程：

1
0

S
D dS r D dS

r
     

( )
S

D dV D dS    

1

2
W dV


 

1

r
 

2

1
D

r
 2dS r

1 1 1
( )

2 2 2
W E D D dV dV 

 


       
其中：

而

故

静电场



西安电子科技大学

1)该公式只适合于静电场情况。

2)只有对整个空间积分，才有

说明：

1

2
W dV


 

1 1
=

2 2
fW dV E DdV 

 
  

求某区域的静电场必须用
1

2
E DdV




1 ( ) ( )

8

r r
W dV dV

r r

 

 




 

3)连续电荷分布激发的静电场的总能量为

( )
( )

4

r dV
r

r r







 


由

得

(1)

(2)

4) 静电场的能量公式(1)和(2)只有在静电场下成立

静电场



西安电子科技大学

在圆柱面坐标系中，取 与x轴方向一致，即 ，而

，故zr e e z  0 0 0( ) ( ) cosx zP E r e E e e z E         

0 0xE e E0E

解：选定均匀电场空间中的一点o为坐标原点，而任意点P 的位

置矢量为 ，则

0 0 0( ) ( ) d d
P

P o

o

P o E l E r E r       
若选择点o为电位参考点，即 ，则( ) 0o 

0( )P E r  

0 0 0( ) coszP E r e r E E r      

在球坐标系中，取极轴与 的方向一致，

即 ，则有
0 0zE e E

0E

例：求均匀电场的电势分布。

0E


x

z
o

P
r


r

静电场
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x

y

z

L

-L

( , , )z 

'z d dl z 

R

解：采用圆柱面坐标系，令线电荷与 z 轴相重合，中点位于

坐标原点。由于轴对称性，电势与无关。

在带电线上位于 处的线元 ，它

到点 的距离 ，

则

z

2 2( )R z z   

d dl z 

( , , )P z 

0

2 2
0

1
( ) d

4 ( )

L
l

L
r z

z z




 


 


2 20

0

ln[ ( ) ]
4

L
l

L

z z z z



 

     

2 2

0

2 2
0

( ) ( )
ln

4 ( ) ( )

l
z L z L

z L z L



 

   


   

例： 求长度为2L、电荷线密度为 的均匀带电线的电势。0l

O

静电场
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2 2 2 2

0 0 0

2 2
0 0 0

2
( ) ln ln ln

4 2 2

l l l
L L L L L

r
L L

   


    

   
  

 

在上式中若令 ， 则可得到无限长直线电荷的电势。当

时，上式可写为L R

L

当 时，上式变为无穷大，这是因为电荷不是分布在有限区

域内，而将电势参考点选在无穷远点之故。这时可在上式中加上

一个任意常数，则有

L

0

0

2
( ) ln

2

l L
r C




 
 

并选择有限远处为电势参考点。例如，选择ρ= a 的点为电势参
考点，则有

0

0

2
ln

2

l L
C

a




  0

0

( ) ln
2

l a
r




 


静电场
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例：半径为a 的球形空间内均匀分布有电荷体密度为ρ的电荷，

试求静电场能量。

2 2 2 6
2 2 2 5

0 2 2 40
0 0 0

1 4
( 4 d 4 d )

2 9 9 15

a

a

r a
r r r r a

r

  
   

  



     

1

0

( )
3

r

r
E e r a




 

解： 方法一，利用
1

d
2

e
V

W D E V 

根据高斯定理求得电场强度

3

2 2

0

( )
3

r

a
E e r a

r




 

故
1 2

2 2

0 1 0 2

1 1 1
d d d

2 2 2
e

V V V
W D E V E V E V      

静电场
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3

1 1 2 2

0 0

2
2

0

d d d d
3 3

( ) ( )
2 3

a a

r a r a

r a
E r E r r r

r

r
a r a

 


 





 

     

  

   

方法二：利用 1
d

2
e

V
W V 

先求出电位分布

故
2 2

2 2 2 5

1
0

0 0

1 1 4
d ( )4 d

2 2 2 3 15

a

e
V

r
W V a r r a

 
  

 
     

静电场
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§ 2.2 静电场的唯一性定理

边值问题的类型:

1| ( )S f S 已知场域边界面上的势函数值，即

2| ( )S f S
n






边值问题：

在给定的边界条件下，求解势函数的泊松方程或拉普拉斯方程

第一类边值问题

已知场域边界面上的势函数的法向导数值，即

第二类边值问题

静电场
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2 ( 1,2, , )i

i

i m





   

一、泊松方程和边界条件

假定所研究的区域为V，在一般情况下V内可以有多种介质

或导体，对于每一种介质自身是均匀线性各向同性。

设V内所求电势为 ，它们满足泊松方程i

S


Sn



Sn


S

S

Q dS
n





 


S


两类边界条件：

为已知，若为导体 =常数。

为已知，

给定（ ）它相当于

若是导体要给定总电荷Q。

① 边界S上，

② 边界S上，

静电场
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





 









ijij
S

i

i

S

j

j
nn

内边界条件为边值关系

注：在实际问题中，
因为导体内场强为
零，可以不包含在
所求区域V内。导

体面上的边界条件
可视为外边界条件

ijij SjSi  

ijij
S

i

i

S

j

j
nn 






 





n


ji ：

V内两介质分
界面上自由
电荷为零

静电场
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二、唯一性定理

1．均匀单一介质

2 



  

电场）唯一确定。

 

S


分布已知， 满足 若V边界上

已知，或V边界上 已知，则 V 内场（ 静

区域内

Sn





证明： 21  




  1

2




  2

2

假定泊松方程有两个解 ，有


S1 

S2 S
 





S
n

1 




S
n

2在边界上
Sn



21  令 02

2

1

22  

静电场
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




Sn






S
n

1 02 




S
n



由格林第一公式

  
V S

SddV


 )( 2

021 
SSS



 令 则

  
V S

SddV


))(( 22

02   
V

dV 0)( 2

0
S  

S
Sd 0




由于 0)( 2  积分为零必然有 0

 21  常数

静电场



西安电子科技大学

0
S

21  

（1）若给定的是第一类边值关系

即常数为零。 电场唯一确定且

电势也是唯一确定的。

虽不唯一，但电场

0




S
n



 21  21 ,

E


（2）若给定的是第二类边值关系

常数， 相差一个常数，

是唯一确定的。

静电场
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2. 介质分区均匀（不包含导体）

 2

i





  

S


Sn



 ij ij
i jS S
 

ijij

j i
j i

SS
n n

 
 
 


 

已知， 成立，给定区域

或 。在分界面上， 或

V 内

s

v
1

2

3

区域V内电场唯一确定

静电场
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3. 均匀单一介质中有导体

Q2

Q1

ε

S

S1

S2

V

（或 Q1、Q2 ）为已知，则区域 V

S


Sn




1Sn




2Sn




已知，或 、

内电场唯一确定。

当

0E  ，求 内的电势。导体中 V

s
Q dS

n





 



静电场
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三、唯一性定理的意义

2. 无论采用什么方法得到解，只要该解满足泊松方程和

给定边界条件，则该解就是唯一的正确解。因此对于

许多具有对称性的问题，可以不必用繁杂的数学去求

解泊松方程，而是通过提出尝试解，然后验证是否满

足方程和边界条件。满足即为唯一解，若不满足，修

改至满足为止。

1. 唯一性定理给出了确定静电场的条件，为求电
场强度指明了方向。

静电场
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例：半径为a的导体球壳接地壳内中

心放置一个点电荷 Q，求壳内场强。

0
S

解：点电荷 Q 放在球心处，壳接地

02   )0( R 因而腔内场唯一确定。

Q

0
S

不满足

已知点电荷产生的电势为
R

Q

0

1
4

 

a

Q
S

0

1
4

 但它在边界上

静电场
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要使边界上任何一点电势为0 ，


R

Q

04


a

Q

04
设

02   0
S

它满足

根据唯一性定理，它是腔内的唯一解。

)(
4 3

0

aR
R

RQ
E 







可见腔内场与腔外电荷无关，只与腔内电荷Q有关。

Q

Q

静电场
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解：导体球具有球对称性，电荷只分布在外表面上。

假定电场也具有球对称性，则电势坐标与 无关。 ,

0


因电荷分布在有限区，外边界条件

导体表面电荷Q已知，电场唯一确定。设
R

A
B  

3

A
A

R

R R
  

3
0 ( )

R
RA a

R
     

2 0  R  0
R



 0B 满足 ，

例：带电荷Q 的半径为a的导体球放在均匀无限大介质中，
求空间电势分布。

在导体边界上
2

2 2

4
4

S S
R a

a
Q dS d

A A
S

R R a
A

 
   




    

 

( )
4 4

A
Q Q

R a
R


 

  
3

( )
4

QR
E R a

R



   
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例:两种均匀介质 和 充满空间，一半
径 a 的带电Q导体球放在介质分界面上（球心在
界面上）求：电势分布。

1 2

1

2 a

Q

1

2 a

Q
P

2E

1E

S2

S1

21  
R

Q




4
 场对称

对称性分析：

21   场仍对称！

给定，所以球外场唯一确定。

0

解：外边界为无穷远，电荷分布在有限区 导体上Q

两介质分界面有： 1 2 0n nE E 

2 1

0

p

n nE E
 




  0p
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束缚电荷只分布在导体与
介质分界面上。对于上半
个空间，介质均匀极化，
场具有对称性，同样下半
空间也具有对称性。而在
介质分界面上 ，
所以可考虑球外电场仍具
有球对称性。

21 EE




试
探
解

2

1 1

2

1
1

2
2

22

0

0

c
d

c
d

r

r

 

 


   


    
 1

2 a

Q
P

2E

1E

S2

S1

确定常数 0r 


 

SS 21  

ccc  21

在介质分界面上

1 2 0d d 故

利用已知条件确定待定系数c
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












21

2
2

1
1

S
ar

S
ar

dS
r

dS
r

Q







1 2
1 22 2S S

c c
dS dS

a a
   

2 2

1 22 2
2 2

c c
a a

a a
    

1 22 ( )c   

r

Q

)(2 21

1







r

Q

)(2 21

2





 下半空间

上半空间

)(
)(4 21

ar
r

Q








1 22 ( )

Q
c

  



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导体球面上面电荷分布：

2

21

11
11

)(2 a

Q

r
ar 














2

21

22
22

)(2 a

Q

r
ar 














下半球面上均匀分布

上半球面上均匀分布

1

1

0

1 )1( 



 P 2

1

0

2 )1( 



 P

束缚电荷分布：

此解满足唯一性定理的所有条件，因此是唯一正确的解。
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§ 2.3 拉普拉斯方程

一、拉普拉斯方程

Laplace equation

产生这电场的电荷都分布在区域V的边界上，它们的作用
通过边界条件反映出来。

因此这类问题的解是求解拉普拉斯方程的满足边界条件的解

静电场
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1、空间 ，自由电荷只分布在某些介质（或导
体）表面上，将这些表面视为区域边界， 可用
拉普拉斯方程。

0

二、拉普拉斯方程的适用条件

2、在所求区域的介质中若有自由电荷分布，则要求
自由电荷分布在真空中产生的势为已知。

一般所求区域为分区均匀介质，则不同介质分界

面上有束缚面电荷。区域V中电势可表示为两部分

的和，即 ， 为已知自由电荷产生

的电势， 不满足 ， 为束缚电荷产生

的电势，满足拉普拉斯方程

 2 0  
2 0 

0   

但注意，边值关系还要用 而不能用
S


S



0
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三、拉普拉斯方程在几种坐标系中解的形式

2 2 2
2

2 2 2
0

x y z

  


  
    

  

1、直角坐标

（1）令

0

0

0

2

2

2

2

2

2







Z
dz

Zd

Y
dy

Yd

X
dx

Xd







0 

22

2

2

1

2

2

2

1 ,

kkk

kk







令

( ) ( ) (( , , ) )X xx y z Y y Z z 
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( ) sin cos
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k y k y
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),( yx （2）若

)(x  zy,（3）若 ，与 无关。

BAx
dx

d
 


0

2

2

0

0

2

2

2

2





Y
dy

Yd

X
dx

Xd





注意：在（1）、（2）两种情况中若考虑了某些边

界条件， 将与某些正整数有关，它们可取1，

2，3，… ，只有对它们取和后才得到通解。

kkk ,, 21

0 22 , kk  

( )

( ) sin cos

kx kxX x Ae Be

Y y C ky D ky

 

 
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2 2
2

2 2 2

1 1
( ) 0r

r r r r z

  




   
    

   
2. 柱坐标

),(  r讨论 )()(),(  grfr ，令

















0)()(
1

0)(
)(

2

2

2

2

2

rf
rdr

df
r

dr

d

r

g
d

gd







1 2( ) sin cosg a a   

)(rf
r r有两个线性无关解 、

)2()0(   n单值性要求 ， 只能取整数，令

1

( , ) ( sin cos ) ( sin cos )n n

n n n n

n

r r A n B n r C n D n     






     

rBAC
r

r ln






0)(

1










r
r

rr

若 )(r  ，
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1
( , , ) ( ) (cos )cosn mnm

nm nn
nm

b
R a R P m

R 
     

1
( ) (cos )sinn mnm

nm nn
nm

d
c R P m

R 
   

3．球坐标

)(cosm

nP ——缔合勒让德函数（连带勒让德函数）

 


n

nn

nn

n P
R

b
RaR )(cos)(),(

1


   若 不依赖于 ，即 具有轴对称性，通解为

)(cosnP -----为勒让德函数

R

b
aR )(

 , 

 若 与 均无关，

具有球对称性，通解：

1(cos ) cosP  

0 1P 

2

2

1
(cos ) (3cos 1)

2
P   

静电场



西安电子科技大学

分离变量方法解题步骤：

3. 根据具体条件确定常数

1. 选择坐标系和电势参考点

坐标系选择主要根据区域中分界面形状，参考点主

要根据电荷分布是有限还是无限；

2. 分析对称性、分区写出拉普拉斯方程在所选 坐标

系中的通解；

（1）外边界条件： 电荷分布有限 0



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注意：边界条件和边值关系是相对的。导体边界可视为外

边界，给定 （接地 ），或给定总电荷 Q，或给

定 。
S




0

S
 

zeEE


0 zErE 00 cos 




电荷分布无限，电势参考点一般选在有限区。如

（直角坐标或柱坐标），电势可选在坐标原点。

均匀场中，

（2）内部边值关系：介质分界面上

一般讨论分
界面无自由
电荷的情况

静电场
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1 2 1 2S S

S Sn n

 
   
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例:两无限大平行导体板，相距为 ，两板间电势

差为V (与 无关)，一板接地，求两板间的

电势 和 。

l
zyx ,,

 E


x

y
O

V

Z

l

解：（1）边界为平面，故应选

直角坐标系

下板 0
1


S

 ，设为参考点

lz 

V

 yx,

（2）定性分析：因在

（常数），可考虑

与 无关。
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(4) 定常数： 00)0(  Bz

l

V
AVAlVlz  )(

)0( lzz
l

V
(5) 电场为均匀场


l

V
Ee

l

V
e

dz

d
E zz

 
 常数

电势：

(3) 列出方程并给出解：

BAz 方程的解： )0( lz 

02  

2

2
0

d

d z



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例: 一对接地半无限大平板，相距为 ，左端有一极b
板电势为 V（常数），求：两平行板之间的电势。

x

y

z

V

解：（1）边界为平面，选直

角坐标系；上、下两平板接地，

取为参考点；且当 0, ,y b

0
x



2 2
2

2 2
0 (0 , 0 )x y b

x y

 
        

 

 


z
0, 0 ,x y b V   

（2） 轴平行于平板，且

z ),( yx 与 无关，可设
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( )
( ) ( )

( ) sin cos

kx kxX x Ae Be
X x Y y

Y y C ky D ky

  
 

 



( , ) ( )( sin cos )kx kxx y Ae Be C ky D ky  

（3）确定常数 A，B，C，D，k

① 00,0  Dy 

② , 0 sin 0y b kb   

( 1,2,3, )
n

kb n k n
b


  

( , ) ( )( sin ) ( 1,2,3 )n n n n

kx kxx y A e B e C ky n   







1

),(),(
n

n yxyx 通解
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( , ) sin ( )
n
b

n n n n n

n x
x y C ye B C C

b


  




1

sin
n x
b

n

n

n
C ye

b











00  nAx ③







1

sin0
n

n
b

yn
CVVx


④

b

ym
sin两边同乘 并从0 → b积分：

0 0
1

sin sin sin
b b

n

n

m y n y m y
V dy C dy

b b b

  



  

0
1

sin sin
b

n

n

m y n y
C dy

b b

 



 

0

0
sin sin

/ 2

b n mm y n y
dy

b n mb b

 
  

 


 
∵ mn

b


2

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





1

0
2/

2
sin

n

mmnn

b

bC
b

Cdy
b

ym
V 


∴











 

0

4

]cos[
2

[

sin
2

sin
2

0

00












m

V

y
m

V

ydy
m

b

b

V
dy

b

ym
V

b
C

m

mb

m

（m = 奇数）

（m = 偶数）

/

1,3,5

4 1
( , ) sin m x b

m

V m y
x y e

m b






  




,2,1,012  nnm令

(2 1) /

0

4 1 ( 1)
( , ) sin

2 1

n x b

m

V m y
x y e

n b


 







 




0

0

x

y b

   
 

  
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例：半径 a，带有均匀电荷分布  的无限长圆柱导体，

求导体柱外空间的电势和电场。

解：电荷分布在无限远，电势零点可选在有限区，为简单可

选在导体面 r = a 处，即 选柱坐标系。)0)((  ar

对称性分析：

①导体为圆柱，柱上电荷均匀

分布， 一定与 无关。

② 柱外无电荷，电场线从面上

发出后，不会终止到面上，只

能终止到无穷远，且在导体面

上电场只沿 方向，可认为
re




( )r 与z无关，

x

y

z

o

r

θ
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C
dr

d
r

dr

d
r

dr

d

r



 0)(

1
02

a

ra
r ln)(

0


 

a

r
CrCaCr lnlnln)( 

DrCr  ln)( 0)( a aCD ln当 r = a 时，

0

r
r

ed a
E e

dr r
   

 




0

a
C 

dr
r

C
d 

a

C

ar

Ca

dn

d

arar

0
00

1 



 



在导体面上

reaE


0

)(




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例:一半径为 a，介电常数为 的无

限长电介质圆柱，柱轴沿 方

向， 方向上有一外加均匀电

场 ，求空间电势分布和柱面

上的束缚电荷分布。



ye

0E
 ze


解：(1)边界为柱面,选柱坐标系。

均匀场电势在无穷远处不为零，故

参考点选在有限区域，例如可选在

坐标原点 
0r

 常数（或0）

(1) (1) (1) (1)

1

1

 [ ( sin cos ) ( sin cos )]n n

n n n n

n

r A n B n r C n D n    






   

x

y

zO

0E




(2) 考虑对称性电势与z无关，设柱内电势为 ，柱外为 它

们分别满足 ,                。通解为：

1 2
2

1 0  (0 )r a 
2

2 0 ( )r a  
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(2) (2) (2) (2)

2

1

[ ( sin cos ) ( sin cos )]n n

n n n n

n

r A n B n r C n D n    






    a r  

(3) 确定常数

①因为有外加均匀场，它们对x轴对称，可考虑 、 也

相对x轴对称（ 为偶函数），所以 中不应包

含 项，故：

1 2

)( 1 2、

nsin )2()1()2()1( ,,, nnnn ACAA 均为零。

 10 r② 常数（或零），有限，故 1
nr 

0)1(  nD

中不应有

项 。

2

（均匀场电势），

中不含 项 02

0

)2(

1  nBEB），得
nr 1n（因此

 cos02 rEr 






























1

)2(

02

1

)1(

1

coscos

0cos

n

n

n

n

n

n

ranrDrE

arnrB




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















 

 




















1 1

)1()2(

000

1)1(

1 1

)2(

0

)1(

cos)(coscos

coscoscos

n n

n

n

n

n

n n

n

n

n

n

naDnEnanB

naDaEnaB





1 2
1 2 0 0a a r rr a r a

 
 

  

 
   

r a③ 时，

两边 为任意值， 前系数应相等（ ） cos ,2,1n

(1) (2) 1

1 0 1

(1) (2) 2

1 0 0 0 1

1
B a E a D a

n
B E D a  





   
 

  

(2) 20
1 0

0

(1) 0
1 0

0

2

D E a

B E

 

 



 


 

 
 

 
(1) (2)

(1) 1 (2) ( 1)

0

1 ( 1)

n n

n n

n n

n n

B a D a
n n

nB a nD a 



  

 
  

 

(1)

(2)

0
( 1)

0

n

n

B
n

D

 
 


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arrE 


 0cos
2

0

0

0

1 









 raE

r

a
rE 




 coscos 0

2

0

0

02

（4）解为

（5）求柱内电场： )cos(
2

0

0

0

1 xrxE 


 





0
1 0 1 1

0

2
0x y zE E E E  





 

0

0

0

1

2
EE







 仍沿x方向

1
2

0

0 
 


01 EE ∴∵

Z

0E


0

0

0

0

0

0

01 EEEEEP




















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（6）柱面上束缚面电荷分布

0)( 12

0








EEnP





















cos
)(2

]cos
2

coscos[

)()(

0

0

00

0

0

0

0

0

0

00

12
0120

E

EEE

rr
EE arnnP






















 

（7）若圆柱为导体，可用上述方法重新求解，或令 

























cos2

coscos

0

00

0

2

02

1

E

E
r

a
rE
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例:如图所示的导体球（带电Q）和不带电荷的导体球壳，用分

离变量法求空间各点的电势及球壳内、外面上的感应电荷。
解：(1)边界为球形，选球坐标系，

电荷分布在有限区，选 0
r



若将Q移到壳上，
球接地为书中
例题1

（2）设球壳内为I区，壳外为II区。

球壳内:

2

2 0  

2

1 0  

球壳外

电荷在球上均匀分布，场有球对称

性， , 与 无关














)(

)(

211

32

RRR
R

b
a

RR
R

d
C





2R

3R

1R

Q

O
III
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（3）确定常数 2 20 0
d

R C
R

 


    ①

② 


 





R
RR 1

01 ,

2 3

1 2
0 0 0

S S
dS dS

n n

 
  

  
 

 

③导体壳为等势体

3 2
2 1S S

 
3 0 2

1

4

d Q
a

R R
 



1

1

21
0 0 12

1

4
S

R R

b
Q dS R

R R


    




  
04

Q
b 



④在导体壳上
2 3

2 3 0
S S

Q dS dS    

2

3

1
2 0

2
3 0

S

S

n

n


 




 




 


 

n


n


R

2 3

1 2
0[ ] 0

S S
dS dS

R R

 
 

  
 


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)
11

(
4 230 RR

Q
a 



（4）
1 3

04

Q
R R

R
   



21

2300

2 )
11

(
44

RRR
RR

Q

R

Q





0

4 4 0
4

Q
b d d b 


     

2 3
2 2

0
S S

dS dS
b d

R R
   

（5）球壳上的感应电荷

 





33
2

2
0

1

4 SS
QdS

R

Q
dS

n
Q




壳外面

 










22

11
0

SS
QdS

R
dS

n
Q


壳内面

0 QQ 以上结果均与高斯定理求解一致。
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p
2

1

R

0

z

例:均匀介质球（介电常数为 ）
的中心置一自由电偶极子 ，球外
充满另一种介质（介电常数为 ），
求空间各点电势和束缚电荷分布。

1
fp



2

解: (1)    与 的边界为球面，故选

球坐标系，电荷分布在有限区，选
1 2

0
r






(2)设球内电势为 ，球外电势为 ,球外无自由电荷分布，

电势满足 。但球内有自由偶极子，不满足拉普拉斯

方程，但满足泊松方程。考虑偶极子使介质极化，极化电荷分

布在偶极子附近和球面上。自由偶极子在介质中产生的电势

1 2

02

2  

33

0

30
444 R

Rp

R

Rp

R

Rp pff














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101  
3

1

0
4 R

Rp f







所以

1 )(0 01

2 RR  满足

2 0 2    还可设 00  为简单令

























n

nn

nn

n

n

nn

nn

n

P
R

d
Rc

P
R

b
Ra

)(cos)(

)(cos)(

12

11





考虑轴对称：

101   202  （3）确定常数

1 0 nb① R→0， 有限





n

n

n

n

f
PRa

R

Rp
)(cos

4 3

1

1 





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R→∞ 2 0 0nC   

2 3 1

1

(cos )
4

f n
nn

n

p R d
P

R R
 

 


 

②边值关系




















00

0000

2
2

1
1

2121

RR

RRRR

RR









1cos (cos )f f fp R p R p R p   并注意到

0 1

0

(cos ) (cos )n n
n n nn

n n

d
a R P P

R
 


 
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)(cosnP比较 的系数，得
















2

02

1

01

12

0

/)1(

/
1

n

n

n

n

n

nn

RdnRan

Rda
n



13

0

cos

2

fp

R





 

1

0 (cos )n

n nna R P 

2

23 2

1 0 0

cos
( 1) (cos )

2

f n
nn

n

p d
n P

R R

 
 

 
   

3
1 1 0

2 1
1 1 23 3 3

0 1 0 0

1 2 1
1 1 3

1 1 2 0

/
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2 2
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2 ( 2 )

f f

f

a d R

p p d
n a

R R R

p d
d a

R


 

 

 

  



     


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
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（4）电势解为

1 2

1 03 3

1 1 1 2 0

1 2

2 03 3 3

1 1 2 1 1 2

( )

4 2 ( 2 )

( ) 3

4 2 ( 2 ) 4 ( 2 )

f f

f f f

p R p R
R R

R R

p R p R p R
R R

R R R

 


   

 


      

   
  




   
   

  

（5）球面上束缚（极化）电荷分布
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   
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f
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  
 

  



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§ 2.4 镜象法（电象法）

一、镜象法的基本思想：

在边界之外的区域用假想象电荷，调整象电荷的

位置、大小，使其产生的电场（势）和原感应电

荷、极化电荷产生的场（势）相同。这样感应电

荷、极化电荷的影响即可完全由象电荷代替。
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当有电荷存在于导体或介质表面附近时，导体和介质表面会

出现感应电荷或极化电荷，而感应电荷或极化电荷将影响场的分

布。

非均匀感应电荷产生的电势很难求

解，可以用等效电荷的电势替代

接地导体板附近有一

个点电荷，如图所示。

q

q′

非均匀感应电荷

等效电荷

实际例子
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接地导体球附近有一个点

电荷，如图。

非均匀感应电荷产生的

电势很难求解，可以用

等效电荷的电势替代

接地导体柱附近有一个线电荷。情况与上例类似，但等效电

荷为线电荷。

q

非均匀感应电荷

q

′

等效电荷

结论：所谓镜象法是将不均匀电荷分布的作用等效为点电荷

或线电荷的作用。

问题：这种等效电荷是否存在？ 这种等效是否合理？
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 镜象法的原理

用位于场域边界外虚设的较简单的镜象电荷分布来等

效替代该边界上未知的较为复杂的电荷分布，将原含该边

界的非均匀媒质空间变换成无限大单一均匀媒质的空间，

使分析计算简化。

在导体形状、尺寸、带电状况和媒质几何结构、特性

不变的前提条件下，根据唯一性定理，只要找出的解答满

足在同一泛定方程下问题所给定的边界条件，那就是该问

题的解答，并且是唯一的解答。

镜象法的理论基础——解的唯一性定理

静电场
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 象电荷的个数、位置及其电量大小——“三要素” ；

 镜象法应用的关键点

 确定镜象电荷的两条原则

 等效求解的“有效场域”。

 镜象电荷的确定；

 象电荷必须位于所求解的场区域以外的空间中；

 象电荷的个数、位置及电荷量的大小以满足所求解的场

区域 的边界条件来确定。

静电场
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例：接地无限大平面导体板附近

有一点电荷，求空间电势。

Q

Q/

P

z

r
r

a

0解：根据唯一性定理左半空间

右半空间，Q在（0，0，a）点，

电势满足泊松方程。

边界上 0
0


z


从物理问题的对称性和边界条件考虑，假想电荷应在左
半空间 z 轴上。

Q设电量为 a，位置为（0，0， ）

]
)()(

[
4

1

222222
0 azyx

Q

azyx

Q











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2222220
0

ayx

Q

ayx

Q
z












由边界条件确定 Q a 和、

唯一解是 因为象电荷在左半空
间，所以舍去正号 解

aaQQ  ,

]
)(

1

)(

1
[

4 222222
0 azyxazyx

Q










讨论：（a）导体面上感应电荷分布

2/3222

0

0
)(2 ayx

Qa

z z 







 



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 






0 2/322 )(

2

2
QQ

ar

rdrQa
dSQ






（b）电荷Q 产生的电场的电力线全部终止在导体面上

它与无导体时，两个等量异号电荷产生的电场在

右半空间完全相同。

（c） 与 位置对于导体板镜象对称，故这种方法称

为镜象法（又称电象法）

Q Q

（d）导体对电荷Q 的作用力相当两点电荷间的作用力

zzz e
a

Q
e

a

Q
e

r

Q
F


2

0

2

0

2

0

2

16)2(

1

44 

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解：（1）分析：

因导体球接地故球的电势

为零。根据镜象法原则假

想电荷应在球内。因空间

只有两个点电荷，场应具

有轴对称，故假想电荷应

在线上，即极轴上。

例：真空中有一半径R0的接地导体球，距球心 a > R0 处有一

点电荷 Q，求空间各点电势。

][
4

1

0 r

Q

r

Q









rr

球坐标系

P

R

O
Z


Q Q
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cos222 RaaRr 

cos222 RbbRr 

000

0
2

2

2

2

00

RRRRRR
R r

Q

r

Q

r

Q

r

Q












（2）由边界条件确定 Q r 和

bQO 设

2 2 2 2

0 0( ) 2 cosQ R b Q R b  
2 2 2 2

0 0( ) 2 cosQ R a Q R a    

因 任意的 aQbQ 22  )()( 22

0

222

0

2 aRQbRQ 

解得 ①
a

QR
Q

a

R
b 0

2

0 

② QQab 

2

0 0R R Q
b Q

a a
  
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

















)(0

)(]
/cos2/

/

cos2

1
[

4

0

0
2

0

24

0

2

0

22
0

RR

RR
aRRaRR

aR

RaaR

Q






① ，因此Q发出的电场线一部分会聚到导体球面

上，剩余传到无穷远。

②球面感应电荷分布

QQ 

（3）讨论：

2/3

0

2

0

2

0

2

0

2

0
)cos2(4

0





aRRaR

RaQ

R RR 










a

QR
dSQ
RR

0

0

  


导体球接地后，感应电荷总量不为零，可认为电荷

移到地中去了。
a

QR
QQ 0

cos2)/(

1

2
0

2
0 RaRRRa 

静电场



西安电子科技大学

（4）若导体不接地，可视为 分布在导体面上。不接

地导体已为等势体，加上 还要使导体为等势体， 必

须均匀分布在球面上。这时导体球上总电量

（因为均匀分布球面上可使导体产生的电势等效于在球

心的点电荷产生的电势）。

Q 

0 QQ
Q  Q 

R

Q

0

1
4






（5）若导体球不接地，且带上自由电荷 ，导体上总电

荷为 ，此时要保持导体为等势体， 也应均匀分布在

球面上。
0Q0Q

0Q

R

Q

R

Q

0

0

0

2
44 

 




等效电荷一般是一个点电荷组或
一个带电体系，而不一定就是一

个点电荷。
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（6）导体球不接地而带自由电荷 时 所受到的

作用力可以看作 与 及位于球心处的等效电荷

的作用力之和。

0Q Q

Q

Q 
0Q

]
)(

)2(
[

4

1

4

)(

)(4 22

0

23

2

0

23

0

2

2

0

0

2

0

0

2

0 Raa

RaRQ

a

QQ

a

QQQ

ba

QQ
F
















设 ， ，第一项为排斥力，第二项为

吸引力（与 无关，与 正负无关）。当

时，F < 0 ，即正电荷与带正电导体球在靠的很近时

会出现相互吸引。

00 Q 0Q

0Q Q
0Ra 
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例：有一点电荷 位于两个互相垂直的半无限大接地导体

板所围成的直角空间内，它到两个平面的距离为 a 和 b，

求空间的电势。

Q

假想电荷应在第 I  

象限之外。

要保证互相垂直的

两个接地导体板的电

势同时为零，应当放

几个电荷？

解：（1）分析：

Q（-a, -b, 0） -Q（a, -b, 0）

x

y

O

Q（a, b, 0）-Q（-a, b, 0）
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S2

S1

Q


0

（2）电势分布

2 2 2 2 2 2
0

2 2 2 2 2 2

1 1
[

4 ( ) ( ) ( ) ( )

01 1
]

0( ) ( ) ( ) ( )

Q

x a y b z x a y b z

x

yx a y b z x a y b z




 
       

 
   

        

放在 处

用镜象法求解的条

件是什么？

2


 

Q )(0  

（3）若两平面夹角

n


 

2 1n 

象电荷数
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其他常见的情况：

1
2


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

本节仅研究泊松方程解的格林函数方法。它与点电荷解

的边值相关，但可以解静电学的许多边值问题。

设V内电荷分布 已知，

—— 第一边值问题
S



Sn



①给定V边界S上的各点电势

②或给定边界S上法向分量 —— 第二边值问题

求V内各点电势值。

格林函数方法在求解静电场的某些问题中非常有用，是

理论物理研究的重要方法。

§2.5  格林函数

静电场
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一、点电荷密度的 函数表示

( ) ( )r r r   

( ) 1 ( )
V

r r dV r V    

( ) ( ) ( ) ( )
V

f r r r dv f r r V     

r1. 处于 点上的单位点电荷的密度

r r此式当 时其值为零，而对包括 在内的区域积分=1

2． 函数的常用公式

r

( ) 0 ( )r r r r    



( ) ( )r r r r    

( ) ( )r r  

( ) ( ) ( ) ( )r r x x y y z z          

静电场
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2

0

( )
( )

r r
G r r






   

一个位于 点上的单位点电荷所激发的电势 满足

空间区域V上的边界条件

0
S

G 

( , )G r r

二、格林函数的定义

r

0

1

S

G

n S


 



第一类边值问题的格林函数

第二类边值问题的格林函数
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上单位点电荷在无界空间中激发的电势为r

2 2 2
0

1 1
( ) ( , )

4 ( ) ( ) ( )
r G r r

x x y y z z



 

      

2 2 2( ) ( ) ( )R x x y y z z       

（1）无界空间中的格林函数

的距离到r r

三、特定区域的格林函数的例子

0 0

1 1
( , )

4 4
G r r

R r r 
  

 （偶函数）
2

0

1
( )G r r


   

作业：证明球坐标中

满足格林方程 （提示：为方便起见，选电荷

0r 所在点为坐标原点，即 ）
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（2）上半空间的格林函数

0

1 1 1
( , ) [ ]

4
G r r

r r r r
  

  

2 2 2
0

2 2 2

1 1
[

4 ( ) ( ) ( )

1
   ]

( ) ( ) ( )

x x y y z z

x x y y z z




      


      

q

r

r

q

有效区域 r r

r r
O

r

z

第一类边值问题，当q=1时，
由镜像法可得格林函数为
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q

P

R0
q'

r

（3）球外空间的格林函数

设点电荷q = 1
2

0R
r

r
 



为点电荷的位置

 

R r
G r r

r r r r

R r

r r r R r r

0

0

0

2 2
0 0

1 1
( , ) ( )

4

1 1
             = ( )

4






  

  




  

r

r

O
r

r r

z

x y

第一类边值问题，
s

G 0

格林函数为

r为象电荷的位置

R R
q q

r r

0 0    
 
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四、用格林函数求解一般的边值问题

r相应格林函数问题：V内 点上有单位点电荷，

( )r
S



( )r
0

2




 

， 给定，求V内

。满足 （真空情况）

( , ) 0
S

G r r  ( ) ( , )r G r r 解为边界上

1.  第一类边值问题求解的格林方法

（1）V内有电荷分布

（2）二者的联系由格林第二公式给出

2 2( ) ( ) ( )
V S S

dV dS dS
n n

 
         

 
         

   
 满足泊松方程，为V内电势设
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2

0

( )
( )

r
r







    r r（为讨论方便 与 互换）

 ( , )G r r 2

0

( , )r r
G






  为格林函数

2 2[ ( , ) ( ) ( ) ( , )]

( ) ( , )
[ ( , ) ( ) ]

V

S

G r r r r G r r dV

r G r r
G r r r dS

n n

 




        

  
   

  





2

0

2

0 0

1
( , ) ( ) ( , ) ( )

1 1
( ) ( , ) ( ) ( ) ( )

( , ) 0

V V

V V

S

G r r r dV G r r r dV

r G r r dV r r r dV r

G r r

 


   
 


        




          

  



 

 
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0( ) ( , ) ( ) ( ) ( , )
V S

r G r r r dV r G r r dS
n

   


      
 ∴

( , )G r r ( )
S

r只要知道相应问题的 和

( )r即可得到

2．第二类边值问题解的格林函数方法

( )r
Sn


，S上 给定，（1）V内有电荷分布

( )r求V内 相应格林函数问题

( , )

S

G r r

n





在S上）r常数（

（2） 0( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) S
V S

r G r r r dV G r r r dS
n

    


         
 
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( , )G r r
Sn

 ( )r只要知道 和 ，即可马上得到

（1） 的求解本身也不是一件很容易的事情。一

般只有区域几何形状规则、简单才容易求解。电象法是求

解格林函数的有效方法之一。

( , )G r r

3．格林函数方法求解讨论

（2）格林函数方法也可用来解拉普拉斯方程的边值问

题。由 0

0( ) ( ) ( , )
S

r r G r r dS
n

  


   


0( ) ( , ) ( )
S

r G r r r dS
n

  


  


—— 第一类边值问题

—— 第二类边值问题
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一、电势的多极展开

1. 小区域电荷分布

0

( )
( )

4

x dV
x

r






 
 

( )x 若已知 ，原则上可通过

求电势。

一般若体电荷分布不均匀或区域
不规则，积分十分困难（用计算机
可数值求解）。

但在许多实际情况中，电荷分布
区域的线度远小于该区域到场点的
距离，可以近似处理，解析求解。
条件 。l r r R 

0

( )
4

Q
x

R





P

r

x
x

O
l

( )x 

§2.6  电多极矩
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 2

2

2 )0(

!2

1)0(

!1

1
)0()( x

dx

df
x

dx

df
fxf

(1) 一元函数的麦克劳林展开式（在坐标原点展开）

(2) 三元函数的麦克劳林展开

1 2 3

1 2 3

1 2 3

( ) ( , , )

1 (0,0,0) (0,0,0) (0,0,0)
(0,0,0) ( )

1!

f x f x x x

f f f
f x x x

x x x



  
   

  

的麦克劳林展开2. 1 r

2 2 2
2 2 2

1 2 3

1 2 3

2 2 2

1 2 1 3 2 3

1 2 1 3 2 3

1 (0,0,0) (0,0,0) (0,0,0)
[

2!

2 2 2 ]

f f f
x x x

x x x

f f f
x x x x x x

x x x x x x

  
  

  

  
   

     
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1 2 3

1 2 3

2
1 2 3

1 2 3

1
(0) ( ) (0)

1!

1
( ) (0)

2!

f x x x f
x x x

x x x f
x x x

  
   

  

  
   

  




 )0()(
2

1
)0()()0( 2 fxfxf

(3) 将
1

r
0x 在 点展开

23

1

1
(0) (0) (0)

2
i i j

i iji i j

f x f x x f
x x x

 
   

  
 

1 1 1 1
( ) , 0,f x x x

r x x r R
     





 )()(

2

1
)()()()( 2 xfxxfxxfxxf
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0
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( )
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x dV
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r






 
 

2

0 0

1 1 1 1 1
( ) ( )

2x x

x x
r R r r  

        

21 1 1 1
( ) ( )
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x x

R R R
      

1 1 1 1
( ) ( : )

2
x x x

R R R
       
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1 1 1
( ,

x xr r R  

    
2: ( ) )aa bb a b 其中

3. 小区域电荷分布产生的电势

 
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VdxxxD
V

  )(3




  31,31)(3 jidrxxxD jiij


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Q
x p D

R R R


  
     

(0) (1) (2)     
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Q x dV    ( )
V

p x x dV    

电四极矩张量

电偶极矩矢量
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二、电多极矩

1. 展开式的物理意义

R

Q

0

)0(

4
 

等效于坐标原点点电荷产

生的电势。因此小电荷体系

在电荷分布区外产生的电势

在零级近似下可视为将电荷

集中于原点处产生的电势。

3

0

3

00

)1(

4
)(

4

11

4

1

R

Rp

R

R
p

R
p





 



等效电偶极矩 产生的电势。最简单的体系为两个点
电荷产生的电势。

p

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22

2

::





等效为体系电四极矩张量产生的电势。最简单的体系

为坐标原点附近（+，-，+，-）四个点电荷产生的电势

)2(
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2.  电四极矩张量 VdxxxD
V

  )(3




VdxlRxxD   )()3( 2 
重新定义：

R
Vdxxx

1
:])(3[

6

1

4

1

0

)2(  





*证明：

R
VdxlRxx

Vdx
R

lR
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Vdxxx

1
:])()3([
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1

4

1

])(
1

:
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:)(3[
6

1

4
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2

0

2
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
















)2(它不改变 ， 只有5个独立分量0332211  DDD

有9个分量   VdxxxD jiij )(3




电四极矩有6个不同分量
jiij DD  )( ji 

)0(0
12  R
R
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电四极矩最简单体系举例：

四个点电荷在一直线上按

（+，-，-，+）排列，可看作

一对正负电偶极子。
bal 

peabQP z


 )(上

peabQP z


 )(下

体系总电荷、总电偶极矩为零

依定义 其它分量均为零033 D

z

O

R

r+

r-

P

x
l


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-

-

+

a
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b

-b
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3 ( ) 3 ( )

3 3 3 3
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D zz x dV zzQ z z dz

z z Q z z Q z z Q z z Q

b a a b Q Q b a
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   
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   

 
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Rl 它与直接计算结果完全一致（ ）：
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x

+

+

-

-

y

z

12 0D 

作业：绘图表示并计算电四极矩张量的各种情况

011 D

022 D

02112  DD

03113  DD

03223  DD

四个点电荷在 x 轴

四个点电荷在 y 轴

x-y 平面

x-z 平面

y-z 平面

电四极矩其它例子
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三、电荷体系在外电场中的能量（相互作用能）

0

1
( )( )

2

1 1

2 2

1
( )

2

e e

e e

e e

W dV

dV dV

dV

   

  

  


  

 

 



 



1．设外场电势为 ，场中
电荷分布为 ，体系

具有的总能量为：

e
)(x




 
 dVdV ee 可证明：

z

y

x

e


0

1 1

2 2
e eW dV dV     W因此： +

 dVW e
称为体系的相互作用能，或带电体系
在外场中的能量。
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2．带电体系为小区域时相互作用能的展开

将 对电荷 所在小区域展开为麦克劳林级数)(xe


 

23 3
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3．相互作用能的意义：

)0()0(

eQW  体系电荷集中在原点时，在外场
中的能量；

)0()0()1(

ee EppW


 
体系等效电偶极子在
外场中的能量；

)0(:
6

1
)0(:

6

1)2(

ee EDDW


 
体系等效电四极子在
外场中的能量。若外
场为均匀场 0 eE



4. 带电体系在外场 中受到的力和力矩
eE


设W为带电体系在外场中的静电势能，则带电体系在外场

中受到的力 （假定Q不变）以下仅讨论 和WF 


)0(W )1(W
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( )e eQE p E   

力： (0) (1)F W W   

( )e eQ p E     

)()0( xEQF e




相当于带电体系集中在一点上
点电荷在外场中受到的作用力

(1) ( )eF p E 
0)1( F


若为均匀场

电偶极子只在非均匀场中受力。

(1) ( ) ( ) ( ) ( )e e e eF p E p E E p E p         

( ) ep E 
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假定在外场作用下 不变，设 为 与 之间的夹角，

则：

E


p  p








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)1(W
L 


sin)cos( ee pEpE 






可见即使均匀场 ， 但0)1( F


0)1( L


力矩：

(1)
eL p E 
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