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反 ｄ￣退化图中的点不交 ３￣圈

牛蓓∗ꎬ张欣
(西安电子科技大学数学与统计学院ꎬ 陕西 西安 ７１００７１)

摘要:如果图 Ｇ 的补图 Ｇ 是 ｄ￣退化图ꎬ则称图 Ｇ 是反 ｄ￣退化图ꎮ 证明了当 ｜Ｇ ｜ ＝ ３ｋ 且 δ(Ｇ)≥ｋ≥２６ｄ 时ꎬ反 ｄ￣退化图 Ｇ 包含 ｋ
个点不交的 ３￣圈ꎬ其中 ｄ≥２ꎮ
关键词:(反)ｄ￣退化图ꎻ独立集ꎻ点不交 ３￣圈ꎻ均匀染色

中图分类号:Ｏ１５７.５　 　 　 文献标志码:Ａ
引用格式:牛蓓ꎬ张欣.反 ｄ￣退化图中的点不交 ３￣圈[Ｊ] . 山东大学学报(理学版)ꎬ２０２０ꎬ５５(９):５１￣５３ꎬ６１.
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Ａｂｓｔｒａｃｔ: Ａ ｇｒａｐｈ Ｇ ｉｓ ａｎ ａｎｔｉ￣ｄ￣ｄｅｇｅｎｅｒａｔｅ ｇｒａｐｈ ｉｆ ｉｔｓ ｃｏｍｐｌｅｍｅｎｔ ｇｒａｐｈ Ｇ ｉｓ ａ ｄ￣ｄｅｇｅｎｅｒａｔｅ ｇｒａｐｈ. Ｉｔ ｉｓ ｐｒｏｖｅｄ ｔｈａｔ ｅｖｅｒｙ ａｎｔｉ￣ｄ￣
ｄｅｇｅｎｅｒａｔｅ ｇｒａｐｈ Ｇ ｗｉｔｈ ｜Ｇ ｜ ＝ ３ｋ ａｎｄ δ(Ｇ)≥ｋ≥２６ｄ ｃｏｎｔａｉｎｓ ｋ ｖｅｒｔｅｘ￣ｄｉｓｊｏｉｎｔ ｔｒｉａｎｇｌｅｓꎬ ｗｈｅｒｅ ｄ≥２.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ: (ａｎｔｉ) ￣ｄ￣ｄｅｇｅｎｅｒａｔｅ ｇｒａｐｈꎻ ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｓｅｔꎻ ｖｅｒｔｅｘ￣ｄｉｓｊｏｉｎｔ ｔｒｉａｎｇｌｅꎻ ｅｑｕｉｔａｂｌｅ ｃｏｌｏｒｉｎｇ

０　 引言

本文仅考虑简单的有限无向图ꎮ 设 Ｇ 是一个图ꎬ用 Δ(Ｇ)ꎬδ(Ｇ)ꎬＶ(Ｇ)与 Ｅ(Ｇ)分别表示图 Ｇ 的最大

度、最小度、点集合与边集合ꎬ令 ｜Ｅ ｜和 ｜Ｇ ｜分别表示图 Ｇ 的边数和顶点数ꎬＧ 表示图 Ｇ 的补图ꎮ 如果图 Ｇ 和

图 Ｈ 没有公共的顶点ꎬ则称它们是点不交的ꎬ并令 Ｇ∨Ｈ 表示顶点集是 Ｖ(Ｇ)∪Ｖ(Ｈ)ꎬ 边集为 Ｅ(Ｇ)∪
Ｅ(Ｈ)再添上 Ｖ(Ｇ)与 Ｖ(Ｈ)之间的所有边的图ꎮ 图 Ｇ 中一个顶点 ｖ 的度是指与该顶点相关联的边的条数ꎬ
记作 ｄＧ(ｖ)ꎮ 以图 Ｇ 的顶点集的非空子集 Ｖ１ 为顶点集ꎬ两端点均在 Ｖ１ 中的全体边为边集的图ꎬ称为由 Ｖ１

导出的 Ｇ 的子图ꎬ记为 Ｇ[Ｖ１]ꎮ 其余定义若无特殊说明ꎬ均参考文献[１]ꎮ
如果图 Ｇ 中的每一个子图的最小度至多为 ｄꎬ则称图 Ｇ 是 ｄ￣退化图ꎮ 若 Ｇ 的补图 Ｇ 是 ｄ￣退化图ꎬ则称

Ｇ 是反 ｄ￣退化图ꎮ 如果图 Ｇ 的一个顶点子集中任意两个点都不相邻ꎬ则称这个顶点子集为独立集ꎬ独立集

的大小是它包含的顶点数ꎮ 图 Ｇ 的独立数是指最大独立集的大小ꎬ 记为 α(Ｇ)ꎮ 图 Ｇ 中圈的长度是与该圈

关联的边的数量ꎮ 如果一个圈的长度为 ｋꎬ则称其为 ｋ￣圈ꎮ Ｃｏｒｒáｄｉ 和 Ｈａｊｎａｌ[２]证明了 Ｅｒｄöｓ 提出以下猜想ꎮ
定理 １　 设 ｋ≥１ 是一个给定的整数ꎬ如果图 Ｇ 的顶点数 ｎ≥３ｋ 且最小度 δ(Ｇ)≥２ｋꎬ 则 Ｇ 包含 ｋ 个点

不交的 ３￣圈ꎬ即 Ｇ⊇ｋＣ３ꎮ
显然ꎬ定理 １ 中关于顶点数的下界 ３ｋ 和最小度的下界 ２ｋ 都是紧的ꎮ 实际上ꎬ如果一个图 Ｇ 包含 ｋ 个点

不交的 ３￣圈ꎬ则 α(Ｇ)≤｜Ｇ ｜ －２ｋꎬ这是因为对于图 Ｇ 的任意的独立集 Ｉꎬ图中每个圈至少包含 Ｇ￣Ｉ 中两个点ꎮ
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因此 Ｒ:＝Ｋｋ＋１∨Ｋ２ｋ－１满足顶点数 ｎ＝ ３ｋ 且 δ(Ｒ)＝ ２ｋ－１ꎮ 又因为 α(Ｒ)＝ ｋ＋１> ｜ Ｒ ｜ －２ｋꎬ所以 Ｒ 不包含 ｋ 个点

不交的 ３￣圈ꎮ
　 　 设 Ｈ 是定理 １ 中所提及的图 Ｇ(此处设图 Ｇ 的顶点数恰好为 ３ｋ)的补图ꎬ则由 Δ(Ｈ)＋δ(Ｇ)＝ ｜Ｇ ｜ －１ 可

得 Δ(Ｈ)≤ｋ－１ꎮ 由于 Ｇ⊇ｋＣ３ꎬ因此 Ｈ⊇ｋＣ３ꎬ即 Ｈ 的点集可以划分成 ｋ 个两两不交的独立集ꎬ其中每个独立

集的大小恰好为 ３ꎮ 事实上ꎬ这个结论可以通过染色的语言进行描述ꎮ
图 Ｇ 的正常 ｋ￣染色是一个从图的点集 Ｖ(Ｇ)到自然数集{１ꎬ２ꎬꎬｋ}的映射 φꎬ使得对于图 Ｇ 的任何两

个相邻的顶点 ｕꎬｖ 满足 φ(ｕ)≠φ(ｖ)ꎬ使得图 Ｇ 有正常 ｋ￣染色的最小整数 ｋ 称为图 Ｇ 的点色数ꎬ记为χ(Ｇ)ꎮ
如果图 Ｇ 有正常 ｋ￣染色 φ 满足 ｜φ－１( ｉ)－φ－１( ｊ) ｜≤１ꎬ １≤ｉ<ｊ≤ｋꎬ则称其是图 Ｇ 的均匀 ｋ￣染色ꎬ使得图 Ｇ 有

均匀 ｋ￣染色的最小整数 ｋ 称为图 Ｇ 的均匀点色数ꎬ记为 χｅｑ(Ｇ)ꎮ
至此ꎬ由定理 １ 得到的上述推论可概括如下ꎮ
定理 ２　 设 ｋ≥１ 是一个给定的整数ꎬ如果图 Ｇ 的顶点数 ｎ＝ ３ｋ 且最大度 Δ(Ｇ)≤ｋ－１ꎬ则 Ｇ 存在均匀 ｋ￣

染色ꎮ
事实上ꎬ定理 ２ 亦可推出定理 １ 在 ｎ＝ ３ｋ 时的对应结论ꎮ Ｅｒｄöｓ[３]猜想上述定理 ２ 中的条件 ｎ ＝ ３ｋ 是可

去的ꎬ即对于任意整数 ｋ≥１ꎬ每一个具有最大度 Δ(Ｇ)≤ｋ－１ 的图 Ｇ 都是均匀 ｋ￣可染的ꎮ 这一猜想在 １９７０
年被 Ｈａｊｎａｌ 和 Ｓｚｅｍｅｒéｄｉ[４]所证明ꎬ即有如下定理ꎮ

定理 ３　 设 ｋ≥１ 是一个给定的整数ꎬ如果图 Ｇ 的最大度 Δ(Ｇ)≤ｋ－１ꎬ 则 Ｇ 存在均匀 ｋ￣染色ꎮ
定理 ３ 的较短证明参阅文献[５]ꎬ相关算法见参考文献[６]ꎮ
本文主要考虑反 ｄ￣退化图中点不交 ３￣圈的存在性问题ꎬ并通过引入均匀染色与算法分析的研究思想ꎬ

针对顶点数 ｎ＝ ３ｋ 的反 ｄ￣退化图改进定理 １ 中关于最小度的下界ꎮ 具体来说ꎬ证明了以下结论ꎮ
定理 ４　 设 ｋ≥１ꎬ ｄ≥２ 是给定的整数ꎬＧ 是一个顶点数 ｎ＝ ３ｋ 的反 ｄ￣退化图ꎬ如果 δ(Ｇ)≥ｋ 且 ｋ≥２６ｄꎬ

则 Ｇ⊇ｋＣ３ꎮ

１　 定理 ４ 的证明

由于 Ｇ 是一个顶点数 ｎ＝ ３ｋ 的反 ｄ￣退化图ꎬ因此 Ｈ:＝Ｇ 是 ｄ￣退化图ꎮ 由定理 １ 可知ꎬ当 δ(Ｇ)≥２ｋ 时ꎬ
有 Ｇ⊇ｋＣ３ꎬ因此只需再考虑 ｋ≤δ(Ｇ)≤２ｋ－１ 的情况ꎮ 此时ꎬ由 Δ(Ｈ) ＋δ(Ｇ)＝ ｜Ｇ ｜ －１ ＝ ３ｋ－１ 可得 ２ｋ－１≥

Δ(Ｈ)≥ｋꎬ注意到 Ｇ⊇ｋＣ３ 当且仅当 Ｈ⊇ｋＣ３ꎬ因此仅需证明当 ２ｋ－１≥Δ(Ｈ)≥ｋ 时有 Ｈ⊇ｋＣ３ꎮ 为了方便起

见ꎬ现列举 ３ 个在接下来的证明中经常用到的条件ꎬ即:
(ａ) ｎ＝ ３ｋꎻ
(ｂ) ２ｋ－１≥Δ(Ｈ)ꎻ
(ｃ) Δ(Ｈ)≥２６ｄꎮ
如果图 Ｈ 中存在 ｋ 个独立集使得每个集合都包含 ３ 个顶点ꎬ则得证ꎮ 否则ꎬ考虑如下算法ꎮ
步骤 ０　 令 Ｈ０ ＝Ｈꎻ
步骤 ｉ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ)　 如果 Ｈｉ－１包含 ３ 个互不相邻且度数至少为 ６ｄ＋１ 的点 ｖｉꎬ１ꎬｖｉꎬ２和 ｖｉꎬ３ꎬ则令

Ｍｉ ＝{ｖｉꎬ１ꎬｖｉꎬ２ꎬｖｉꎬ３}ꎬ Ｈｉ ＝Ｈｉ－１－Ｍｉꎬ
并转到步骤 ｉ＋１ꎬ否则停止ꎮ

如果上述算法进行到了步骤 ｋ＋１ꎬ则已经找到了至少 ｋ 个两两不交的独立集 Ｍ１ꎬＭ２ꎬꎬＭｋꎬ继而有 Ｈ⊇

ｋＣ３ꎬ得证ꎮ
假设上述算法在步骤 ｑ(ｑ≤ｋ)停止ꎮ 令 Ｓ 是 Ｈｑ 中度数至少为 ６ｄ＋１ 的顶点的集合且 ｓ＝ ｜ Ｓ ｜ ꎬ因为 Ｈ 是

ｄ￣退化图ꎬ所以

｜ Ｅ(Ｈｑ) ｜≥ ∑
ｖ∈Ｓ

ｄＨｑ
(ｖ) －｜ Ｅ(Ｈ[Ｓ]) ｜≥ (６ｄ ＋ １)ｓ － ｄｓ ＝ (５ｄ ＋ １)ꎮ

由于 Ｈｉ 是由 Ｈｉ－１删去 ３ 个度数至少为 ６ｄ＋１ 的点得到ꎬ故
｜Ｅ(Ｈｉ) ｜≤ ｜Ｅ(Ｈｉ－１) ｜ －３(６ｄ＋１)ꎬ

因此
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∑
ｑ

ｉ ＝１
｜ Ｅ(Ｈｉ) ｜≤ ∑

ｑ

ｉ ＝１
｜ Ｅ(Ｈｉ－１) ｜ － ３ｑ(６ｄ ＋ １)ꎬ

化简得到

｜Ｅ(Ｈｑ) ｜≤ ｜Ｅ(Ｈ０) ｜ －３ｑ(６ｄ＋１)<３ｋｄ－３ｑ(６ｄ＋１)ꎬ
再结合之前得到的 ｜Ｅ(Ｈｑ) ｜的下界ꎬ有

(５ｄ＋１)ｓ<３ｋｄ－３ｑ(６ｄ＋１)ꎬ
即

ｑ＋５ｓ
１８

< ｋ
６

ꎮ (１)

由于 Ｓ 中不存在 ３ 个顶点所构成的独立集(否则算法将持续ꎬ矛盾)ꎬ故 α(Ｈ[Ｓ])≤２ꎮ 由于 Ｈ 是 ｄ￣退
化的ꎬ故 Ｈ[Ｓ]亦是 ｄ￣退化的ꎬ从而 χ(Ｈ[Ｓ])≤ｄ＋１ꎬ因此

ｓ＝ ｜Ｈ[Ｓ] ｜≤α(Ｈ[Ｓ])χ(Ｈ[Ｓ])＝ ２(ｄ＋１)ꎮ (２)
现按如下算法构造 Ｈｑ 中 ｓ 个两两不交的独立集 Ｍｑ＋１ꎬＭｑ＋２ꎬꎬＭｑ＋ｓꎬ使得每个独立集只包含 Ｓ 中一个

顶点ꎮ
步骤 ｊ(１≤ｊ≤ｓ) 　 选取 Ｈｑ＋ｊ－１中一个点ｗｊ∈Ｓ 和 Ｖ(Ｈｑ＋ｊ－１)中另外两个点ꎬ使得它们组成一个独立集

Ｍｑ＋ｊꎬ然后令 Ｈｑ＋ｊ ＝Ｈｑ＋ｊ－１－Ｍｑ＋ｊꎮ
下证该算法可以成功地做完步骤 ｓꎬ即得到图 Ｈｑ＋ｓꎮ 更一般地ꎬ证明对于任意的 １≤ｊ≤ｓꎬ图 Ｈｑ＋ｊ存在ꎮ
注意到 Ｈｑ＋ｊ是由 Ｈｑ＋ｊ－１删去 ３ 个点所得ꎬ而 ｜Ｈｑ ｜ ＝ ３ｋ－３ｑꎬ故

｜Ｈｑ＋ｊ ｜ ＝ ｜Ｈｑ ｜ －３( ｊ－１)＝ ３ｋ－３(ｑ＋ｊ－１)ꎮ
设 Ｖ(Ｈｑ＋ｊ－１)中与选定点ｗｊ∈Ｓ 不相邻的顶点的集合为 Λꎬ则

｜Λ ｜≥３ｋ－３(ｑ＋ｊ－１)－Δ(Ｈ)－１:＝ ρꎮ
如果 ρ≥ｄ＋２ꎬ则 Λ 中必有两个不相邻的顶点(否则 Ｈ[Λ]是一个至少有 ｄ＋２ 的顶点的完全图ꎬ从而其最

小度至少为 ｄ＋１ꎬ这与图 Ｈ 是 ｄ￣退化的矛盾)ꎬ从而它们与点 ｗｊ 组成独立集 Ｍｑ＋ｊꎬ继而图 Ｈｑ＋ｊ存在ꎮ
如果 ρ≤ｄ＋１ꎬ则

３ｋ－３(ｑ＋ｓ－１)－Δ(Ｈ)－１≤ｄ＋１ꎮ
代入条件(ｂ)ꎬ即 Δ(Ｈ)≤２ｋ＋１ 后计算可得

ｋ≤３ｑ＋３ｓ＋ｄ－２ꎬ
再结合不等式(１)ꎬ可得

ｋ
２
<１３ｓ

６
＋ｄ－２ꎬ

再由式(２)有
Δ(Ｈ)＋１

４
<１３(ｄ

＋１)
６

＋ｄ－２＝ １６ｄ
３

＋ ７
３
ꎬ

因此

Δ(Ｈ)<６４ｄ
３

＋２５
３
<２６ｄꎬ

与条件(ｃ)矛盾ꎮ
至此ꎬ证明了图 Ｈｑ＋ｓ是存在的ꎬ并已经构造了 ｑ＋ｓ 个包含 ３ 个顶点的独立集

Ｍ１ꎬＭ２ꎬＭｑꎬＭｑ＋１ꎬＭｑ＋２ꎬꎬＭｑ＋ｓꎮ
注意到现在已经有 Ｈｑ＋ｓ∩Ｓ＝Ø(这是因为 Ｓ 中的所有点在第二个算法中依次被移除)ꎬ故图 Ｈｑ＋ｓ的最大度至

多为 ６ｄꎮ 此时由定理 ３ 可知ꎬ对于任意的 ｌ≥６ｄ＋１ꎬ Ｈｑ＋ｓ中都存在均匀 ｌ￣染色ꎮ
当 ｋ－ｑ－ｓ≥６ｄ＋１ 时ꎬＨｑ＋ｓ中存在均匀(ｋ－ｑ－ｓ) ￣染色ꎮ 由于

｜Ｈｑ＋ｓ ｜ ＝ ３ｋ－３(ｑ＋ｓ)＝ ３(ｋ－ｑ－ｓ)ꎬ
因此 Ｈｑ＋ｓ的均匀(ｋ－ｑ－ｓ) ￣染色中每种颜色恰好被使用了 ３ 次ꎬ即 Ｈｑ＋ｓ的点集可以划分为 ｋ－ｑ－ｓ 个两两不交

的含有 ３ 个顶点的独立集ꎮ 这些独立集和之前得到的 ｑ＋ｓ 个独立集合在一起表明 Ｈ⊇ｋＣ３ꎬ得证ꎮ
(下转第 ６１ 页)
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(上接第 ５３ 页)
　 　 另一方面ꎬ当 ｋ－ｑ－ｓ≤６ｄ 时ꎬ由不等式(１)可推得

ｋ－ ｋ
６
－５ｓ
１８

æ

è
ç

ö

ø
÷ －ｓ<６ｄꎬ

即

５ｋ
６
－１３ｓ
１８

<６ｄꎬ

再由式(２)ꎬ有
５ｋ
６
<１３(ｄ

＋１)
９

＋６ｄꎬ

从而 ｋ≤２２ｄꎬ这与条件 ｋ≥２６ｄ 矛盾ꎬ从而定理得证ꎮ
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