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1 引言
图论是一门古老的数学分支，它起源于 1736 年欧

拉对于哥尼斯堡七桥问题的研究 .在图论的研究中，图

的染色理论占据着重要地位，其中图的四色问题最具有

代表性。图的均匀染色在图的染色领域中是一个重要

的研究方向，它在工业生产，生物学，企业管理等领域得

到了广泛的应用。

1994年，Hilton等人[1]首次给出了图的均匀边 k -染

色的定义，其是图的一个边 k -染色（不要求是正常的），

所使用的颜色集合是 {1,2,⋯,k} ，并且每个顶点所关

联的任何两种颜色的边的条数至多相差 1。他们证明了

如果 k 不被图 G 的任何顶点的度数整除，则图 G 具有

一个均匀边 k -染色。2011年，Zhang等人[2]推广了该结

论，证明了如果一个图 G 的 k -核（所有度数是 k 的整数

倍的顶点所导出的子图）是一棵树，则图 G 具有一个均

匀边 k -染色。

在研究图的均匀边染色的过程中，有一个特别的概

念，即边均匀图。所谓边均匀图，即对于任何不小于 1
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的整数 k 都具有均匀边 k -染色的图，亦即均匀边色数

阈值为 1 的图（使得对于每个不小于 k 的整数 t ，图 G
都具有均匀边 t -染色的最小整数 k 称为图 G 的均匀边

色数阈值，记为 χ'
≡(G)）。De Werra[3]证明了所有的二部

图都是边均匀的，Wu[4]证明了每个连通的不含有环游

（环游是不含奇度点的连通图）的外平面图都是边均匀

的，Song等人[5]继而证明了每个连通的不含有环游的系

列平行图都是边均匀的。针对拓扑图的均匀边染色，

Hu 等人 [6]于 2017 年证明了对于任何不小于 21 的整数，

每个 1-平面图都具有均匀边 k -染色（即 1-平面图的均

匀边色数阈值最多为 21），且对于任何不小于 16 的整

数，每个平面图都具有均匀边 k -染色（即平面图的均匀

边色数阈值最多为 16）。

用V ( )G 、E( )G 、Δ( )G 和 δ( )G 分别表示图 G 的顶

点集、边集、最大度和最小度，用 dG( )x 表示顶点 x 在图

G 中的度。外 1-平面图是指所有顶点分布在外部面上，

且每条边最多被交叉一次的图。例如，完全二部图 K2,3

与完全图 K4 都是外1-平面图。外1-平面图由Eggleton[7]

于1986年首次提出，其结构与染色问题被广泛研究[8-11]。

2 k -临界外1-平面图及其结构
关于图的结构问题的研究是图论领域的一个热门

研究方向，在该领域有很多优秀的结果[12-16]，并且有一部

分被用于图的染色问题的研究。

图 G 的边 k -染色是指用 k 种颜色 1,2,⋯,k 对 G
的边进行染色。设 φ 是图 G 的一个边 k -染色，对于 G
中的任意顶点 v∈V(G) ，令：

ci( )φ,v = ||{ }uv∈E( )G |φ( )uv = i

Cφ( )v = {i|ci( )φ,v =min1≤ j≤ kcj( )φ,v }

显然 ||Cφ( )v ≥ 1。如果对于任意的 v∈V ( )G ，有：

||ci( )φ,v - cj( )φ,v ≤ 1( )1 ≤ i< j≤ k

则称图 G 的边 k -染色 φ 是均匀的。如果图 G 没有均

匀边 k -染色而对于图 G 的任意真子图都是均匀边 k -

可染的，则称图 G 为 k -临界图。

2012年，Zhang等人[17]给出了外 1-平面图的结构，其

可以用来解决一些染色问题。

引理 1[17] 设图 G 是一个外 1-平面图，则图 G 含有

以下四种结构之一：

（1）边 uv ，其中 dG( )u = 1；

（2）边 uv ，其中 dG( )u + dG( )v ≤ 6；

（3）长度为4的圈 uxvyu ，其中 dG( )u = dG( )v = 2；

（4）结构F1（如图1），其中dG( )x = dG( )y = 5,dG( )u =

dG( )v = dG( )w = 2。

引理 2[17] 如果外 1-平面图 G 不含有相邻的 3圈，则

图 G 含有以下四种结构之一：

（1）边 uv ，其中 dG( )u = 1；

（2）边 uv ，其中 dG( )u + dG( )v ≤ 5 ；

（3）长度为4的圈 uxvyu 其中 dG( )u = dG( )v = 2；

（4）结 构 F2（如 图 1），其 中 dG( )v = dG( )x = 2,
dG( )w = 4 。

引理 3[17] 设图 G 是一个外 1-平面图，则图 G 含有

以下两种结构之一：

（1）边 uv ，其中 dG( )u ≤ 2；

（2）结构 F3(如图1) ，其中 dG( )u = dG( )v = 3。

引理4 设图G是一个 k -临界图且 k≥ 2,则 δ( )G ≥ 2。
证明 假如该结论不成立，即存在边 uv∈E( )G 使

得 dG( )u = 1 。因为图 G 为 k -临界图，故 G - uv 是均匀

k -边可染的。此时取 Cφ(v) 中的一个颜色给边 uv 进行

染色即可得到 G 的均匀边 k -染色，矛盾。

引理 5 设图 G 是一个 k -临界图且 k≥ 2 ，则对于任

意的 uv∈E( )G ,dG( )u + dG( )v ≥ k+ 2。

证明 假如该结论不成立，即存在边 uv∈E( )G 使

得 dG( )u + dG( )v ≤ k+ 1 。因为图 G 为 k -临界图，故

G ′ =G- uv 是均匀边 k -可染的。因此

||Cφ( )u + ||Cφ( )v = ( )k- dG ′( )u +

( )k- dG ′( )v = 2k- ( )dG( )u - 1+ dG( )v - 1 =

2k+ 2- ( )dG( )u + dG( )v ≥ k+ 1> k

这表明 Cφ( )u ∩Cφ( )v ≠∅ 。于是从 Cφ( )u ∩Cφ( )v 中任

选一种颜色给边 uv 进行染色即可得到 G 的均匀边 k -

染色，矛盾。

引理 6 设图G 是一个 k -临界图且 k≥ 2，则G 不包

含一个长度为4的圈C= uxvyu,其中 dG( )u = dG( )v = 2。

证明 假如该结论不成立，即图 G 包含一个如引理

所述的圈 C= uxvyu 。由于图 G 是一个 k -临界图，故

G ′ =G-E(C) 有一个均匀边 k -染色 φ。令 αx ∈Cφ( )x 。

如果 ||Cφ( )x ≥ 2,则取 βx ∈Cφ( )x \{αx}；如果 ||Cφ( )x = 1,

则取 βx ∈C\Cφ( )x 。接下来用同样的方式取出 αy 和

βy ，继而分别给边 ux,vx,uy,vy 赋予颜色列表 L 使得

L( )ux =L( )vx = {αx,βx} 以 及 L( )uy =L( )vy = {αy,βy} 。

e1 e2
e3 e4

e7 e8

e10

x1 x

u v

e5 e6

e9y y1

F1
e11

v
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x
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图1 外1-平面图的结构 F1,F2 与 F3
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由于长度为 4的圈是边 2-可选的，即在 C 上存在正常的

边染色 ϕ 使得 ϕ( )e ∈L( )e ,e∈E(C) 。将 φ 与 ϕ 合并即

可得到 G 的均匀边 k -染色，矛盾。

引理 7 设图 G 是一个 k -临界图且 k≥ 4 ，则 G 不

包含结构 F2 。

证明 假如该结论不成立，则图 G 包含结构 F2 。

由于图 G 是一个 k -临界图，从而 G ′ =G-F2 有一个均

匀边 k -染色 φ 。令 a1 ∈Cφ( )u 。如果 ||Cφ( )u ≥ 2 ，则取

a2 ∈Cφ( )x \{αx} ；如果 ||Cφ( )u = 1 ，则取 a2 ∈C\Cφ( )x 。

此时如果将 uv,uw 分别染为 a1,a2 或 a2,a1 ，则点 u 周

围的边染色是均匀的。由于 k≥ 4 ，故不失一般性可假

设边 vw,wx 可使用的颜色均为 a1,a2,a3,a4 。

现在对 F2 进行均匀边染色。首先，取 b1 ∈Cφ( )y
作为 xy 的颜色，取 b2 ∈Cφ( )z 作为 wz 的颜色。将

uv,uw 分别染为 a1,a2 ，取 {a1,a3,a4}\{b1,b2} 中的一个颜

色 ai 作为 wx 的颜色。

如果 {ai,b2} ≠ {a3,a4} ，则使用 {a3,a4}\{ai,b2} 中的一

个颜色作为 vw 的颜色，此时 F2 的所有边均被染好且

容易验证所得到的 G 的染色是均匀的。如果 {ai,b2} =
{a3,a4} ，则不妨设 ai = a3,b2 = a4 。此时如果 b1 ≠ a1 ，则

将 wx 重新染为 a1,vw 染为 a3 ，从而得到了 G 的均匀

边 k -染色，矛盾。如果 b1 = a1 ，则将 wx,uv 重新染为

a2,uw 重新染为 a1,vw 染为 a3 ，即可得到 G 的均匀边

k -染色，矛盾。

为得到引理9，需用到以下重要结论。

引理 8[18]（组合零点定理） 设 F 为任一域，P=
P( )x1,x2,…,xn 为属于 F[x1,x2,…,xn] 的多项式。设

deg( )P =∑
i= 1

n
ki,其中 ki 为非负整数，并且 P 中 xk1

1 ,x
k2
2 ,⋯,

xkn
n 的系数非零。若 S1,S2,⋯,Sn ⊆F 且 ||Si > ki,1 ≤

i≤ n ，则存在 s1 ∈ S1,s2 ∈ S2,⋯,sn ∈ Sn 使得 P(s1,s2,⋯,
sn) ≠ 0 。

运用组合零点定理可证明以下结论。

引理 9 设图 G 是一个 k -临界图且 k≥ 5 ，则 G 不

包含结构 F1 。

证明 假如该结论不成立，则图 G 包含结构 F1 。

由于图 G 是一个 k -临界图，从而 G ′ =G-F1 有一个均

匀边 k -染色 φ。

为证明 G 是均匀 k -边可染的，需要对边 ei,1 ≤
i≤ 10 进行染色。事实上，为了使得点 x1 周围的边染色

是均匀的，e1,e7,e10 的颜色需两两不同且优先选自于

Cφ( )x1 （如果 Cφ( )x1 中颜色不足 3个，则先将 Cφ( )x1 中

的颜色选完，剩下的则从 Cφ( )x1 的补集中任选即可）。

基于此，可赋予 e1,e7,e10 的可选颜色集 S1,S7,S10

使得 S1 = S7 = S10 且 ||S1 = 3 ，其中 S1,S7,S10 的选法如

上所述。类似地，可赋予 e6,e9,e11 的可选颜色集 S6,

S9,S11 使得 S6 = S9 = S11 且 ||S6 = 3 。对于边 ei, i= 2,3,

4,5,8 ，赋予可选颜色集 Si = {1,2,…,k} 。
如果对于每条边 ei,1 ≤ i≤ 10 都可从 Si 中选择一

种颜色，使得得到的 F1 的边染色是正常的（即相邻的边

使用不同的颜色），则可完成图 G 的均匀边 k -染色，继

而得到矛盾并证明了该引理。这便要求结构 F1 中分别

与点 x1,u,v,w,y1,x,y 关联的每条边的颜色两两不

同，亦即

f1 = ( )x1 - x7 ( )x1 - x10 ( )x7 - x10 ≠ 0

f2 = ( )x1 - x2 ≠ 0

f3 = ( )x3 - x4 ≠ 0

f4 = ( )x5 - x6 ≠ 0

f5 = ( )x6 - x9 ( )x9 - x11 ( )x6 - x11 ≠ 0

f6 = ( )x7 - x2 ( )x7 - x3 ( )x7 - x8 ( )x7 - x11 ( )x2 - x3 ×

( )x2 - x8 ( )x2 - x11 ( )x3 - x8 ( )x3 - x11 ( )x8 - x11 ≠ 0

f7 = ( )x8 - x4 ( )x8 - x5 ( )x8 - x9 ( )x8 - x10 ( )x4 - x5 ×

( )x4 - x9 ( )x5 - x9 ( )x5 - x10 ( )x9 - x10 ( )x4 - x10 ≠ 0

令

f=∏
i= 1

7
fi

下面仅需证明存在 xi ∈ Si,1 ≤ i≤ 11使得 f≠ 0 。

当 i= 1,6,7,9,10,11 时取 ki = 2 ；当 i= 2,3,4,
5,8 时取 ki = 4 。此时容易验证， ||Si > ki,1 ≤ i≤ 11 。

由于

deg( )f = 29 =∑
i= 1

11
ki ，

∂29

∂x2
1∂x4

2∂x4
3∂x4

4∂x3
5∂x2

6 ∂x2
7∂x2

8∂x2
9∂x2

10∂x2
11

f=

21 233 664 ≠ 0
从而由引理 8，即组合零点定理可知，存在 xi ∈

Si,1 ≤ i≤ 11使得 f≠ 0 。

3 外1-平面图的均匀边染色
利用第 2章得到的几个引理，可证明以下两个主要

结论。

定理1 如果 G 是外1-平面图，则 χ'
≡(G) ≤ 5 。

证明 要证明该定理只需要证明对于任意的 k≥ 5 ，

k -临界图 G 是不存在的。假设存在 k -临界图 G ，则由

引理4、5、6、8可得：δ( )G ≥ 2 ；对于任意的边 uv∈E( )G ,
dG( )u + dG( )v ≥ 7；G不包含一个长度为4的圈C= uxvyu,
其中 dG( )u = dG( )v = 2 ；G 不包含结构 F1 。这些均与

引理1矛盾。

定理 2 如果外 1-平面图 G 不含有相邻的 3 圈，则

χ'
≡(G) ≤ 4 。

证明 要证明该定理只需要证明对于任意的 k≥ 4 ，

k -临界图 G 是不存在的。假设存在 k -临界图 G ，则由

李 艳，等：外1-平面图的均匀边染色 39
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引理4、5、6、7可得：δ( )G ≥ 2 ；对于任意的边 uv∈E( )G ,
dG( )u + dG( )v ≥ 6 ；G 不包含一个长度为 4 的圈 C=
uxvyu ，其中 dG( )u = dG( )v = 2 ；G 不包含结构 F2 。这

些均与引理2矛盾。

4 外1-平面图的2-均匀边染色
图 G 的 s -均匀边 k -染色是指用 k 种颜色去染 G

的边，使得对 G 的每一个顶点 v ，任意两种颜色染与 v
相关联的数目最多差 s 。使得对于每个不小于 k 的整

数 t ，图 G 都具有 s -均匀边 t -染色的最小整数 k 称为

图 G 的 s -均匀边色数阈值，记为 χ'
s≡(G) 。对于任何不

小于 1 的整数 k 都具有 s -均匀边 k -染色的图，亦即 s -

均匀边色数阈值为 1图称为 s -边均匀图。下面将证明

任意的外1-平面图都是2-边均匀的。

定理3 如果 G 是外1-平面图，则 χ'
2 ≡(G) = 1。

证明 假设定理不成立，则对于任意的 k≥ 1 ，存在

图 G 使得图 G 不是 2-均匀边 k -可染的但是其任何真

子图都是 2-均匀边 k -可染的。根据引理 3，下面考虑两

种情况。

情况1 图 G 含有一个至多为 2度的点 u 。

不妨设 dG( )u = 2 且 ux,uy∈E( )G 。令 G ′ =G- u,
则图 G ′ 有 2-均匀边 k -染色 φ 。取 Cφ( )x 中的一种颜

色赋给边 ux,Cφ( )y 中的一种颜色赋给 uy,即得到 G 的

2-均匀2-均匀边 k -染色，矛盾。

情况2 图 G 含有结构 F3 。

令 G ′ =G-F3 ，则 G ' 有 2-均匀边 k -染色 φ 。令

αx ∈Cφ( )x 。如果 ||Cφ( )x ≥ 2 ，则取 βx ∈Cφ( )x \{αx} ；

如果 ||Cφ( )x = 1，则取 βx ∈C\Cφ( )x 。接下来用同样的

方式取出 αy 和 βy ，继而分别给边 ux,vx,uy,vy 赋予颜

色列表 L 使得 L( )ux =L( )vx = {αx,βx} 以及 L( )uy =

L( )vy = {αy,βy} 。由于长度为 4 的圈是边 2-可选的，即

在 C 上存在正常的边染色 ϕ 使得 ϕ( )e ∈L( )e ,e∈
E(C) 。将 φ 与 ϕ 合并即得到了 G* =G- uv 的 2-均匀边

k -染色 π 。此时将边 uv 染为颜色 π(ux) ，得到了 G 的

一个 k -边染色。由于 π( )ux ≠ π(uy) ，故在 u 上每种颜

色最多被使用 2 次，从而点 u 周边的染色是 2-均匀的。

另一方面，由于 π( )ux ≠ π(vx) ，故在 v 上每种颜色最多

被使用 2次，从而点 v 周边的染色也是 2-均匀的。因此

得到了 G 是2-均匀 k -边染色，矛盾。

5 结语
文中主要得到了以下三个结论：

（1）外1-平面图的均匀边色数阈值最多为5（定理1）。

（2）不含有相邻的 3圈的外 1-平面图的均匀边色数

阈值最多为4（定理2）。

（3）任意的外1-平面图都是2-边均匀的（定理3）。

注意到奇圈是一个外 1-平面图。如果仅使用两种

颜色对其进行边染色，必然有一个点周围的两条边获得

相同的颜色，因此奇圈不是均匀的。但是由定理 3 可

知，奇圈是 2-均匀的。因此定理 3的结论从这个角度来

说是最优的。
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