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摘要 一个图称为是 1- 平面的如果它可以画在一个平面上使得它的每条边最多交叉另外一条边. 本

文描述了任意 1- 平面图中小于等于 7 度点之邻域的局部结构, 解决了由 Fabrici 和 Madaras 提出的

两个关于 1- 平面图图类中轻图存在性的问题, 证明了每个最大度是 ∆ 的 1- 平面图 G 是无圈列表

max{2∆− 2,∆ + 83}- 边可选的.

关键词 1- 平面图 轻图 无圈边染色 列表染色
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1 引言

本文仅考虑简单无向的有限图. 记号 V (G), E(G), δ(G) 和 ∆(G) 分别表示图 G 的点集, 边集, 最

小度和最大度. 记 v(G) = |V (G)|, e(G) = |E(G)|. 用 dG(v) (简写成 d(v)) 表示点 v 在 G 中的度数. 图

G 中的 k-, k+- 与 k− 点分别表示度数为 k, 至少为 k 和至多为 k 的点. 其他没有定义的记号参见文

献 [1].

一个图 G 称为是可 1- 嵌入到一个曲面的, 如果它可以画在一个曲面上使得它的每条边最多交

叉另外一条边. 特别地, 一个图称为是 1- 平面的, 如果它可以 1- 嵌入在一个平面上. 1- 平面图的概

念由 Ringel 在 [2] 中研究平面图的点面染色的时候提出. Ringel 猜想每个 1- 平面图都是可以 6- 点

染色的, 这已被 Borodin 在 [3] 中证明. 最近, Albertson 与 Mohar 在 [4] 中研究了可 1- 嵌入到一

个正亏格曲面的图类的列表点染色. Borodin 等在 [6] 中证明了每个 1- 平面图是无圈 20- 点可染的.

Fabrici 和 Madaras 在 [5] 中则研究了 1- 平面图的结构性质. 他们证明了任何 1- 平面图 G 都满足

e(G) 6 4v(G)− 8, 于是有 δ(G) 6 7. 由于存在一个 7- 正则的 1- 平面图 (参见文献 [5] 中的图 1), 这个

上界 7 是最优的.

本文在第 2 节描述了 1- 平面图中小于等于 7 度点之邻域的局部结构. 利用这些结构, 在第 3 节

回答了由 Fabrici 和 Madaras 在 [5] 中提出的两个关于 1- 平面图图类中轻图存在性的问题, 并在第 4

节中证明了最大度为 ∆ 的 1- 平面图 G 是无圈列表 max{2∆− 2,∆ + 83}- 边可选的.

2 1- 平面图的局部结构

对于 1- 平面图 G, 本文总是假设 G 满足最优性, 即 G 已经被 1- 嵌入在平面上并使得 G 中的交

叉点的数目是最小的. 因此对于交叉于 z 点的两条边 x1y1, x2y2, 它们的四个端点是两两不同的. 设
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C(G) 是 G 中所有交叉点的集合 (注意交叉点并非是 G 中的顶点), E0(G) 是 G 中没有被交叉的边的

集合.定义 1-平面图 G的关联平面图G×,使得 V (G×) = V (G)∪C(G), E(G×) = E0(G)∪{xz, yz|xy ∈
E(G)\E0(G)}, 其中 z 是位于 xy 上的交叉点. 于是 G 中的交叉点成为了 G× 中的度数为 4 的顶点.

一个简单图 G称为是三角化的,如果其每个长度大于等于 3的圈都含有弦. 对于一个 1-平面图 G,称

GT 为它的正规三角化, 如果 GT 是通过对 G 依次进行如下操作得来的:

步骤 1 对于每对相互交叉于点 s (并非 G 的顶点) 的边 ab, cd, 增加边 ac, cb, bd 与 da 使其包围 s;

步骤 2 删除所有重边;

步骤 3 如果有两条相互交叉的边, 删除其中一条;

步骤 4 将步骤 3 得到的平面图任意进行三角化;

步骤 5 将步骤 3 中删除的边重新添加到图中.

注意到 GT 的关联平面图 G×T 是 G× 的一个特殊的三角化, 于是 G×T 中的每个点 v 都关联 dG×T
(v) 个

3- 面. 记 v 在 G×T 的邻点 (按照一个圆圈的顺序排列) 为 v1, . . . , vd, 令 v+
i = vi+1, v−i = vi−1, 其中

d = dG×T
(v), i 取模 d 的同余. 用 c(v) 表示在 G×T 中与 v 相邻的交叉点的个数. 则有下面一个结论. 由

于它的证明非常简单, 故本文将其省略.

性质 1 对于任何一个 1- 平面图 G 的正规三角化 G×T , 任取 v ∈ V (G×T ) 并记 n = dG×T
(v), 则有

如下结论:

(1) 任何两个交叉点不相邻;

(2) 若 n = 3, 则 c(v) = 0;

(3) 若 n = 4 且 v 不是一个交叉点, 则 c(v) 6 1;

(4) 若 n > 5, 则 c(v) 6 n
2 .

取 v ∈ V (GT ) 和一个 v 在 G×T 中的不是交叉点的邻点 u. 由 u+ 与 u− 的定义可知, vu+, vu− ∈
E(G×T ),且 G×T 中的一条路 u−uu+ 对应着 GT 中含有交叉点 u的一条边 u−u+. 令 w 为 v 在 GT 中的

一个邻点使得 vw 与 u−u+ 在 GT 中交叉于 u. 由 G×T 的定义可知 wu−, wu+ ∈ E(G×T ). 这里称满足此

条件的 w 为 v 在 GT 中的主邻点, u−, u+ 为 v 在 GT 中的次邻点,不满足该条件的其他 v 在 GT 中的

邻点称为 v 在 GT 中的常邻点. GT 中的三角形 u−wu+ 称为与 v 关联的主三角. 下文中当提到主点、

次点与常点的时候, 通常指的是 v 的主邻点、次邻点与常邻点. 由于 v 在 G×T 中的邻点可以按照一个

圆圈的顺序排列, 那么将其中的每个交叉点用与之相邻的主点替换, 则 v 在 GT 中的邻点也可以按照

一个圆圈的顺序排列. 由于 G中不含有重边,不同的交叉点与不同的主点所相邻. 令 v1, . . . , vdGT
(v) 为

v 在 GT 中按圆圈顺序排列的所有邻点. 定义 Ω(vivj) = {vi, vi+1, . . . , vj−1, vj}, v.
i = vi+1 与 v/

i = vi−1,

其中 i 取模 dGT
(v) 的同余. 由于 GT 是 G 的一个正规三角化, 则 v1v2 · · · vdGT

(v)v1 在 GT 中形成一

个圈 C, 称为 v 的关联圈. 称一条路 Pi = vi
1v

i
2 · · · vi

2ti
vi
2ti+1 是 C 的一个片段, 如果 (a)

⋃ti

k=0{vi
2k+1}

中的元素为 v 的次邻点; (b)
⋃ti

k=1{vi
2k} 中的元素为 v 的主邻点; (c) GT 中形式为 vi

2k−1v
i
2kvi

2k+1(其中

1 6 k 6 ti) 的三角形为与 v 关联的主三角; (d) vi/
1 与 vi.

2ti+1 不是 v 的主邻点. 片段 Pi 的规模指的是

在 V (Pi) 中与 v 关联的主三角的个数, 记为 S(Pi). 从而有 S(Pi) = ti.

通过上述定义, 下面将证明本节中一个主要的定理.

定理 2 设 G是一个简单的 1-平面图,则在 G中必存在一个 k度点 v (其邻点记为 v1, v2, . . . , vk,

其中 d(v1) 6 d(v2) 6 · · · 6 d(vk)), 满足如下某一个条件:

(C1) k 6 2;

(C2) k = 3 且 d(v1) 6 35;
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图 1 定理 2 的证明中子图 Hi 与 Mi 的定义示意图

(C3) k = 4 且 d(v1) 6 19, d(v2) 6 35;

(C4) k = 5 且 d(v1) 6 14, d(v2) 6 19, d(v3) 6 35;

(C5) k = 6 且 d(v1) 6 11, d(v2) 6 14, d(v3) 6 19, d(v4) 6 35;

(C6) k = 7 且 d(v1) 6 8, d(v2) 6 11, d(v3) 6 14, d(v4) 6 19, d(v5) 6 35.

证明 该定理的证明采用反证法. 设 G 是一个反例. 如果在 G 中两个不相邻的点之间加一条边

e 可使得 G + e 仍然是 1- 平面图, 那么 G + e 依然是定理的一个反例. 因此我们可以不妨假设 G 是

2- 连通的且 G = GT , 其中 GT 是 G 的一个正规三角化. 换句话说, G 就是其自身的三角化. 所以后

文中将不区分 G 与 GT 这两个记号, 并且当提到 G× 的时候, 也即是 G×T . 另一方面, 由关联平面图的

定义, 当 v 不是一个交叉点的时候, 有 dG×(v) = dG(v). 因此在下面的证明中, 当 v 是 G 中的点时, 也

不再区分 dG×(v) 与 dG(v). 此时用 d(v) 同时代表 dG×(v) 与 dG(v).

对于 G 中的一个点 v, 令 ni(v) (简记为 ni) 为 v 在 G 中度数为 i 的邻点的个数. 对于点集

S ⊆ V (G),令 ni(S) =
∑

v∈S ni(v). 记 n+
i (v) =

∑∆(G)
k=i nk(v), d = d(v). 对于 G的一个子图 H,用 ni(H)

表示 H 中包含的 i 度点的个数. 设 C 是 v 的关联圈且其含有 n 个片段, 按顺序排列记为 P1, . . . , Pn.

令 t =
∑n

k=1 S(Pk), Mi = Ω(vi
2ti+1v

i+1
1 ) (i = 1, 2, . . . , n). 称点集

⋃n
k=1{Mk\{vk

2tk+1, v
k+1
1 }} 为关联圈

C 的区间点. 对每个片段 Pi, 定义图 Gi 使得 V (Gi) = V (Pi) 与 E(Gi) =
⋃ti

k=1{vi
2k−1v

i
2k+1}

⋃
E(Pi).

记 Hi = Gi\{vi
1, v

i
2ti+1}. 则由 Pi 的定义有 Hi ⊆ Gi ⊆ G.

G 中的一个三角形 abc 称为是轻的, 如果 max{d(a), d(b), d(c)} 6 7, 否则称 abc 为重的. 对于如上

描述的点 v, 它关联 t 个主三角. 现假设其中的 t− x 个为重的, x 个为轻的. 下面将与 v 关联的所有

主三角分为三类:

第 1 类 诸如 abc 形式的三角形, 其中 a 是主点, b, c 是次点且 d(a) 6 5, min{d(b), d(c)} > 6;

第 2 类 诸如 abc 形式的三角形, 其中 a 是主点, b, c 是次点且 min{d(b), d(c)} 6 5;

第 3 类 诸如 abc 形式的三角形, 其中 min{d(a), d(b), d(c)} > 6.

记属于以上三类的主三角的个数分别为 i, j 与 x2, 其中 i + j = x1, x1 + x2 = x.

断言 1 n+
8 > d t−x

2 e+ d j
2e.

由于与 v 关联的每个重的主三角都包含至少一个 8+- 点, 从而至少有 d t−x
2 e 个 8+- 点是包含于

重的主三角中. 并且当这个下界被取到时, 每个重的主三角包含恰好一个 8+- 点并且每对相互关联的

主三角包含一个共有的 8+- 点.

对于每个属于第 2 类的轻的主三角 abc, 其中 a 是主点, b, c 是次点且 d(b) 6 5, 由于结构 (C1)–

(C4) 在 G 中不存在, 有 d(b) = 5 并且 b 的其它三个邻点均为 36+- 点. 记 C 为 v 的关联圈, 则

1 6 |NC(b)− {a, c}| 6 2. 如果 |NC(b)− {a, c}| = 1, 令 p ∈ NC(b)− {a, c}, 则 p 是一个常点. 因此 p 最
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多相邻两个度数不超过 5 的次点. 如果 |NC(b)− {a, c}| = 2, 令 NC(b)− {a, c} = {p, q}, 则 bpq 是一个

重的主三角并包含两个 8+- 点. 无论哪种情况都将找到至少 d j
2e 个在前一步没有统计到的新 8+- 点.

因此, n+
8 > d t−x

2 e+ d j
2e.

断言 2 存在一个整数 µ > 0 使得 n6 + n7 = x + x2 − j + µ.

由于每个属于第 1 类的轻的主三角包含两个 6 度或 7 度的点, 每个属于第 3 类的轻的主三角包

含三个 6 度或 7 度的点, 则有 n6 + n7 > i + 2x2 = x + x2 − j.

断言 3 n5 6 d− t+x−j
2 − x2 − µ− n3 − n4.

由于结构 (C1) 不存在, 有 δ(G) > 3, n5 = d− n3 − n4 − n6 − n7 − n+
8 . 注意到 i + j + x2 = x, 则由

断言 1 与断言 2 可推得 n5 6 d− t+x−j
2 − x2 − µ− n3 − n4.

断言 4 2n3 + n4 + t + x 6 d.

由 Gi,Hi 与 Mi (i = 1, 2, . . . , n)的定义知, 每个 Gi 包含 ti 个与 v 关联的主三角. 假设其中 αi 个

是轻的, βi 个是重的. 即 αi + βi = ti. 由于结构 (C3) 不存在, 任何一个轻的主三角都不含 4 度点. 所

以 v 在 G 中的 4 度邻点要么包含在重的主三角中, 要么包含在 C 的区间点中. 注意到 Hi 中包含的

所有次点都是 5+- 点, 因此如果在 Hi 中包含一个 4 度点, 其必是一个主点. 故 Hi 最多包含 βi 个 4

度点. 并且如果 |Mi| = 2, d(vi+1
1 ) = 4, d(vi

2ti+1) = 4, 则 vi
2ti

, vi
2ti−1, v

i+1
2 , vi+1

3 都是 36+- 点 (因为结构

(C3) 不存在). 所以 G 中的三角形 vi
2ti−1v

i
2ti

vi
2ti+1 和 vi+1

1 vi+1
2 vi+1

3 都是重的. 类似可证 Hj 至多包含

βj − 1 个 4- 度点, 其中 j = i 或 i + 1.

由性质 1 (2) 与 Gi 的定义知, 如果 C 中含有 3 度点, 则它们均是 C 的区间点. 设在 Mi 中有 γi

个 3度点 (γi > 0). 如果 |Mi| > 3,则因为结构 (C2)与 (C3)在 G中不存在且由性质 1 (2)知 vi
2ti+1 与

vi+1
1 都不可能是 3度点, Mi 包含至少 2γi +1个非 4度点. 如果 |Mi| > 3,则 n4(Mi) 6 |Mi|− (2γi +1).

如果 |Mi| = 2, 则 γi = 0, 故之前这个关于 n4(Mi) 的不等式依然成立, 除非 d(vi+1
1 ) = 4, d(vi

2ti+1) = 4.

对于这个特殊情况, 不等式实际上将变为 n4(Mi) 6 |Mi| − (2γi + 1) + 1. 但是从另一方面, 根据之前的

讨论有 n4(Hi) 6 βi − 1, n4(Hi+1) 6 βi+1 − 1. 由于

NG(v) = V (C) =
n⋃

i=1

(V (Hi) ∪ V (Mi)),

∣∣∣∣
n⋃

k=1

Mk

∣∣∣∣ = d−
n∑

k=1

(2tk − 1)

= d + n− 2
n∑

k=1

(αk + βk)

= d + n− 2x− 2(t− x)

= d + n− 2t,

可以推得

n4 =
n∑

k=1

n4(Hk) +
n∑

k=1

n4(Mk)

6
n∑

k=1

βk +
n∑

k=1

|Mk| −
n∑

k=1

(2γk + 1)

= (t− x) + (d + n− 2t)− (2n3 + n)
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= d− x− t− 2n3.

因此 2n3 + n4 + t + x 6 d.

下面将权转移方法用在 G 的关联平面图 G× 上以完成定理的证明. 由于 G× 是一个平面图且
∑

v∈V (G×)

(dG×(v)− 4) =
∑

v∈V (G)

(dG×(v)− 4) +
∑

v∈C(G×)

(dG×(v)− 4) =
∑

v∈V (G)

(dG(v)− 4).

则由 Euler 公式有 ∑

v∈V (G)

(dG(v)− 4) +
∑

f∈F (G×)

(dG×(f)− 4) = −8.

对于 x ∈ V (G) ∪ F (G×), 定义权如下: 对于任意的 x ∈ V (G), 令 ch(v) = dG(v) − 4; 对于任意的

f ∈ F (G×), 令 ch(f) = dG×(f)− 4. 则
∑

x∈V (G)∪F (G×) ch(x) = −8. 下面对 x ∈ V (G) ∪ F (G×) 中各元

素的权值进行调整,记调整后的权值为 ch′(x). 由于权只是在各元素内部进行转移,从而权的加和保持

不变,即
∑

x∈V (G)∪F (G×) ch′(x) =
∑

x∈V (G)∪F (G×) ch(x) < 0. 下面定义权转移规则.如果 G× 中的一个

3- 面恰好关联一个交叉点, 则称为是特殊的.

(R1) G× 中每个非特殊的 3- 面从它关联的每个顶点获取权值 1
3 ;

(R2) G× 中每个特殊的 3- 面从它关联的每个非交叉点获取权值 1
2 ;

(R3) G 中每个度数在 9 到 11 之间的点向它在 G 中相邻的每个 7 度点转移权值 1
21 ;

(R4) G 中每个度数在 12 到 14 之间的点向它在 G 中相邻的每个 7 度点转移权值 1
18 , 每个 6 度

点转移权值 1
6 ;

(R5) G 中每个度数在 15 到 19 之间的点向它在 G 中相邻的每个 7 度点转移权值 1
15 , 每个 6 度

点转移权值 1
5 , 每个 5 度点转移权值 4

15 ;

(R6) G 中每个度数在 20 到 35 之间的点向它在 G 中相邻的每个 7 度点转移权值 1
12 , 每个 6 度

点转移权值 1
4 , 每个 5 度点转移权值 1

3 , 每个 4 度点转移权值 5
12 ;

(R7) G 中每个度数不小于 36 的点向它在 G 中相邻的每个 7 度点转移权值 1
9 , 每个 6 度点转移

权值 1
3 , 每个 5 度点转移权值 4

9 , 每个 4 度点转移权值 5
9 , 每个 3 度点转移权值 2

3 .

设 f 是 G× 中的一个面, 则必有 dG×(f) = 3. 如果 f 不是特殊的, 则由 (R1) 知 ch′(f) =

ch(f) + 3× 1
3 = 0. 如果 f 是特殊的, 则由 (R2) 知 ch′(f) = ch(f) + 2× 1

2 = 0.

设 v 是 G 中的一个点. 由于结构 (C1) 不存在, 有 d(v) > 3. 假设 v 是一个 d 度点, 其 d 个邻点

分别为 v1, . . . , vd, 其中 d(v1) 6 · · · 6 d(vd). 下面将证明对于每个这样的点 v 均满足 ch′(v) > 0.

假设 d = 3. 由于结构 (C2) 不存在, v 必相邻三个 36+- 点. 由性质 1 (2) 知, v 不关联特殊的 3-

面. 故由 (R1) 与 (R7) 有 ch′(v) > ch(v)− 3× 1
3 + 3× 2

3 = 0.

假设 d = 4. 由性质 1 (3) 知, c(v) 6 1. 因此 v 最多关联两个特殊 3- 面. 如果 d(v1) > 20, 则由

(R1), (R2) 与 (R6) 有 ch′(v) > ch(v)− 2× 1
2 − 2× 1

3 + 4× 5
12 = 0. 如果 d(v1) 6 19, 则由于结构 (C3)

不存在有 d(v2) > 36. 故由 (R7) 有 ch′(v) > ch(v)− 2× 1
2 − 2× 1

3 + 3× 5
9 = 0.

假设 d = 5. 如果 d(v1) > 15, 则由 (R1), (R2), (R5) 与性质 1 (4) 有 ch′(v) > ch(v) − 4 ×
1
2 − 1

3 + 5 × 4
15 = 0. 故假设 d(v1) 6 14. 如果 d(v2) > 20, 则由 (R1), (R2) 与 (R6) 有 ch′(v) >

ch(v)− 4× 1
2 − 1

3 + 4× 1
3 = 0. 故假设 d(v2) 6 19. 这时由于结构 (C4) 不存在必有 d(v3) > 36, 因此由

(R1), (R2) 与 (R7), 依然有 ch′(v) > ch(v)− 4× 1
2 − 1

3 + 3× 4
9 = 0.

假设 d = 6. 如果 d(v1) > 12, 则由 (R1), (R2) 与 (R4) 有 ch′(v) > ch(v) − 6 × 1
2 + 6 × 1

6 = 0. 故

假设 d(v1) 6 11. 如果 d(v2) > 15, 则由 (R1), (R2) 与 (R5) 有 ch′(v) > ch(v) − 6 × 1
2 + 5 × 1

5 = 0. 故
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假设 d(v2) 6 14. 如果 d(v3) > 20, 则由 (R1), (R2) 与 (R6) 有 ch′(v) > ch(v) − 6 × 1
2 + 4 × 1

4 = 0.

故假设 d(v3) 6 19. 这时由于结构 (C5) 不存在必有 d(v4) > 36, 因此由 (R1), (R2) 与 (R7), 依然有

ch′(v) > ch(v)− 6× 1
2 + 3× 1

3 = 0.

假设 d = 7. 如果 d(v1) > 9,则由 (R1), (R2), (R5)与性质 1 (4)有 ch′(v) > ch(v)− 6× 1
2 − 1

3 +7×
1
21 = 0. 故假设 d(v1) 6 8. 如果 d(v2) > 12,则由 (R1), (R2)与 (R4)有 ch′(v) > ch(v)−6× 1

2− 1
3+6× 1

18 =

0. 故假设 d(v2) 6 11. 如果 d(v3) > 15,则由 (R1), (R2)与 (R5)有 ch′(v) > ch(v)−6× 1
2− 1

3 +5× 1
15 = 0.

故假设 d(v3) 6 14. 如果 d(v4) > 20,则由 (R1), (R2)与 (R6)有 ch′(v) > ch(v)−6× 1
2 − 1

3 +4× 1
12 = 0.

故假设 d(v4) 6 19. 这时由于结构 (C6) 不存在必有 d(v5) > 36, 因此由 (R1), (R2) 与 (R7), 依然有

ch′(v) > ch(v)− 6× 1
2 − 1

3 + 3× 1
9 = 0.

假设 d = 8. 则由 (R1)–(R8) 有 ch′(v) > ch(v)− 8× 1
2 = 0.

假设 9 6 d 6 11. 注意到 t 是与 v 关联的主三角的个数, 故有 c(v) = t. 由于 t 6 d
2 , n7 6 d, 则根

据 (R1), (R2) 与 (R3) 有 ch′(v) > ch(v)− 2t
2 − d−2t

3 − n7
21 > 19

42d− 4 > 0.

假设 12 6 d 6 14. 由于 t 6 d
2 , n6 + n7 6 d, 则根据 (R1), (R2) 与 (R4) 有 ch′(v) > ch(v) − 2t

2 −
d−2t

3 − n6
6 − n7

18 > 1
3d− 4 > 0.

假设 15 6 d 6 19. 由于 t 6 d
2 , 则根据 (R1), (R2), (R5) 与断言 2, 3, 有 ch′(v) = ch(v) −

2t
2 − d−2t

3 − 4n5
15 − n6

5 − n7
15 > 2

3d − 4 − 1
3 t − 1

5 (x + x2 − j + µ) − 4
15 (d − t+x−j

2 − x2 − µ − n3 − n4) =
2
5d− 4− 1

5 t− 1
15x + 1

15 (x2 + j + µ + 4n3 + 4n4) > 2
5d− 4− 4

15 t > 4
15d− 4 > 0.

假设 20 6 d 6 35. 由于 t 6 d
2 , 则根据 (R1), (R2), (R6) 与断言 2, 3, 4 有 ch′(v) = ch(v) − 2t

2 −
d−2t

3 − n7
12 − n6

4 − n5
3 − 5n4

12 > 2
3d− 4− 1

3 t− 1
4 (x + x2 − j + µ)− 1

3 (d− t+x−j
2 − x2 − µ− n3 − n4)− 5n4

12 >
1
3d− 4− 1

12 (2t + x + n4) + 1
3n3 > 1

3d− 4− 1
12 (d− 2n3 + t) + 1

3n3 > 1
4d− 4− 1

12 t > 5
24d− 4 > 0.

假设 d > 36. 由于 t 6 d
2 , 则根据 (R1), (R2), (R7) 与断言 2, 3, 4 有 ch′(v) = ch(v)− 2t

2 − d−2t
3 −

n7
9 − n6

3 − 4n5
9 − 5n4

9 − 2n3
3 > 2

3d−4− 1
3 t− 1

3 (x+x2−j +µ)− 4
9 (d− t+x−j

2 −x2−µ−n3−n4)− 5n4
9 − 2n3

3 =
2
9d− 4− 1

9 (2n3 + n4 + t + x) + 1
9 (x2 + j + µ) > 1

9d− 4 > 0.

至此, 通过以上讨论, 证明了
∑

x∈V (G)∪F (G×) ch′(x) > 0. 因此, 这个矛盾证明了定理的正确性.

3 1- 平面图图类中的轻图

设 H 是一个图类, H 是一个连通图. 定义 φ(H, H ) 为使得每个 H 中的图 G 都包含一个同

构于 H 的子图 K 并满足 maxx∈V (K){dG(x)} 6 φ(H, H ) 的最小整数. 如果这个整数不存在, 令

φ(H, H ) = +∞. 对于一个图 H, 如果 φ(H, H ) < +∞, 则称它在图类 H 中是轻的. 图类 H 中轻图

集合用 L (H ) 表示.

下面用 Pk 表示具有 k 个顶点的路. P1
δ 表示所有的最小度至少为 δ 的 1- 平面图. 在文献

[5] 中, Fabrici 与 Madaras 证明了 {P1, P2} ⊆ L (P1
4 ) ⊆ {P1, P2, P3}, {P1, P2, P3} ⊆ L (P1

5 ) ⊆
{P1, P2, P3, P4,K1,3} 并提出了以下两个问题:

(1) P3 是否属于 L (P1
4 )?

(2) P4 与 K1,3 是否属于 L (P1
5 )?

本节将利用第 2 节所描述的结构性质部分回答以上两个问题.

定理 3 设 G是一个最小度 δ > 4的简单 1-平面图,则 G包含一条路 uvw 使得 max{d(u), d(v),

d(w)} 6 35.
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证明 由定理 2, G 包含 (C3)–(C6) 中某个结构. 无论它包含哪个, 总能在 G 中找到一条路 uvw

满足 max{d(u), d(v), d(w)} 6 35.

类似地可以证明:

定理 4 设 G 是一个最小度 δ > 5 的简单 1- 平面图, 则 G 包含一个二分图 [x;u, v, w] 使得

max{d(x), d(u), d(v), d(w)} 6 35.

由以上两个定理, 可得到如下几个推论:

推论 1 P3 ∈ L (P1
4 ).

推论 2 K1,3 ∈ L (P1
5 ).

推论 3 L (P1
4 ) = {P1, P2, P3}.

4 1- 平面图的无圈边染色

一个从 E(G)到颜色集 {1, . . . , k}的映射 c称为是 G的一个正常 k-边染色,如果任何两条相关联

的边得到不同的颜色.一个正常的 k-边染色 c称为是无圈的,如果 G在染色 c下不含双色圈. 在给 G

进行无圈边染色时所用的最少颜色数称为 G 的无圈边色数, 记为 χ′a(G). 无圈边染色问题由 Alon 等

在 [7] 中提出, 他们给出了 χ′a(G) 的一个线性的上界: 证明了对任何图均有 χ′a(G) 6 64∆(G). 这个上

界后来被 Molloy与 Reed 在 [8] 中改进到 16∆(G). 对于一个平面图 G, Fiedorowicz 等在 [9] 中证明了

χ′a(G) 6 2∆(G)+29. 最近,这个界被 Hou等在 [10]中改进到max{2∆(G)−2,∆(G)+22}. 本节将考虑 1-

平面图的无圈边染色.设 φ是G的一个边染色,对于任何的点 v ∈ V (G),定义 φ(v) = {φ(uv)|u ∈ N(v)}.
定理 5 设 G 是一个简单 1- 平面图, 则 χ′a(G) 6 max{2∆(G)− 2,∆(G) + 83}.
证明 该定理的证明采用反证法. 令 L = max{2∆(G)− 2,∆(G) + 83}. 设 G 是定理的一个极小

反例. 则 G 是 2- 连通的并且 δ(G) > 2.

情况 1: δ(G) = 2

令 d(v) = 2, N(v) = {v1, v2}. 假设 v1v2 6∈ E(G). 则由 G 的极小性, 图 G′ = (G\v) ∪ {v1v2} 有一
个无圈 L- 边染色 φ. 记其所用的颜色集合为 C. 现取 τ(vv1) = φ(v1v2), τ(vv2) ∈ C\{φ(v2) ∪ τ(vv1)}.
对于边 e ∈ E(G′) − {v1v2}, 保持 τ(e) = φ(e). 由于 |C\{φ(v2) ∪ τ(vv1)}| > 0, 则 τ 是 G 的一个无圈

L- 边染色, 矛盾. 故 v1v2 ∈ E(G). 令 G′ = G\v. 则 G′ 有一个无圈 L- 边染色 φ. 仍记其所用的颜色

集合为 C. 现取 τ(vv2) ∈ S2 = C\{φ(v2) ∪ τ(vv1)}. 容易证明 |S2| > 0. 对于边 e ∈ E(G′), 依然保持

τ(e) = φ(e). 则 τ 是 G 的一个无圈 L- 边染色, 矛盾.

情况 2: δ(G) > 3

对于这种情况, 由定理 2 知 G 至少包含 (C2)–(C6) 中某种结构. 令 c1 = 8, c2 = 11, c3 = 14,

c4 = 19 和 c5 = 35. 现假设 G 包含第 d− 1 个结构, 其中 d ∈ {3, 4, 5, 6, 7}.
如果 vd−1vd 6∈ E(G), 则令 G′ = (G\v) ∪ {vd−1vd}. 否则令 G′ = G\v. 那么 G′ 有一个无圈 L- 边

染色 φ. 记其所用的颜色集合为 C. 如果 vd−1vd 6∈ E(G), 取 τ(vvd−1) = φ(vd−1vd). 否则令 Sd−1 =

φ(vd−1)∪ φ(vd), 取 τ(vvd−1) ∈ C\Sd−1. 由于 |C| > 2∆(G)− 2, Sd−1 6 2∆(G)− 3, 有 |C\Sd−1| > 0. 令

Sd = φ(v1) ∪ · · · ∪ φ(vd−2) ∪ φ(vd), Si =
⋃d−1

k=i φ(vi)(1 6 i 6 d− 2). 然后依次给 vvd, vv1, vv2, . . . , vvd−2

进行如下染色. 取 τ(vvd) ∈ Td = C\{Sd ∪ τ(vvd−1)}. 如果 τ(vvd−1) 6∈ φ(v1), 取 τ(vv1) ∈ T ′1 =

C\{(S1\τ(vvd−1)) ∪ {τ(vvd−1), τ(vvd)}}. 否则取 τ(vv1) ∈ T1 = C\{S1 ∪ {τ(vvd−1), τ(vvd)}}. 最后,

对于每个 2 6 i 6 d − 2, 取 τ(vvi) ∈ Ti = C\{Si ∪ {τ(vv1), . . . , τ(vvi−1), τ(vvd−1), τ(vvd)}}. 对
于每条边 e ∈ E(G′), 保持 τ(e) = φ(e). 由于 |Td−2| > · · · > |T1|, |T ′1| > |T1|, min{|T1|, |Td|} >
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L− (
∑d−2

k=1(ci − 1) + ∆(G)) > 0, 可知染色 τ 必然存在且是无圈的. 因此得到了 G 的一个无圈 L- 边染

色 τ , 矛盾. 证毕.

注 定理 5 的证明没有用到重新染色的技巧, 因此根据这个证明还可以得到一个更广泛的结果.

定理 6 每个简单 1- 平面图 G 都是无圈 max{2∆(G)− 2,∆(G) + 83}- 边可选的.
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Structural properties of 1-planar graphs and an application to
acyclic edge coloring

ZHANG Xin, LIU GuiZhen & WU JianLiang

Abstract A graph is called 1-planar if it can be drawn in the plane so that each edge is crossed by at most

one other edge. In this paper, we establish a local property of 1-planar graphs which describes the structure in

the neighborhood of small vertices (i.e., vertices of degree no more than seven). Meanwhile, some new classes of

light subgraphs in 1-planar graphs with the bounded degree are found. Therefore, two open problems presented

by Fabrici and Madaras are solved. Furthermore, we prove that each 1-planar graph G with maximum degree ∆

is acyclically edge L-colorable, where L = max{2∆− 2, ∆ + 83}.
Keywords: 1-planar graph, light graph, acyclic edge coloring, list coloring
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