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Kendall’s Notation for Queues 

A/B/C/D/E

 Shorthand notation where A, B, C, D, E describe the 
queue

 Applicable to a large number of simple queueing 
scenarios 
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M/M/m型排队系统

 本课程将讨论“M/M/m”排队系统

第一个字母表示到达过程的特征，M表示是无

记忆的Poisson过程。

第二个字母表示服务时间的概率分布，M表示

指数分布，G表示一般分布，D表示确定性分布。

第三个字母表示服务员的个数。有时还有第四

个字母，表示队列的长度。如果没有第四个字

母，则表示队列的长度无限大。



M/M/1排队系统
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M/M/1排队系统

M/M/1排队系统的示意图如图所示。

 到达过程为Poisson过程，到达率为λ；

 系统允许排队的队长可以是无限的（系统的缓存容量无限大）；

 服务过程为指数过程，服务速率为µ（平均服务时间为 ），

服务员的数目为1，到达过程与服务过程相互独立。
µ
1

S
 无限容量队列

Poisson
到达过程 负指数

服务过程
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M/M/1排队系统

 我们将从四个方面对M/M/1排队系统的性能进行描

述：

到达过程的统计特性

服务过程的统计特性

系统中的状态转移特性

系统的稳态分布
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到达过程

 在M/M/1队列中，到达过程为Poisson过程

 设一个随机过程为{A(t),t≥0}的取值为非负整数，如果该
过程满足下列条件，则称该过程为到达率为λ的Poisson(泊
松)过程。

A(t)是一个计数过程，它表示在[0, t）区间内到达的用
户总数，A(0)=0,A(t)的状态空间为{0,1,2,…}。
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到达过程

A(t)是一个独立增量过程。即在两个不同时间区间（区
间不重叠）内到达的用户数是相互独立的。

 任一个长度为τ的区间内，到达的用户数服从参数为λτ
的Poisson分布，即

其均值和方差均为λτ 。
由于在区间τ内平均到达的用户数为λτ，则λ为单位时间
平均到达的用户数或称为到达率。
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到达过程

 Poisson过程的基本特征有：

到达时间间隔相互独立，且服从指数分布，其概率密度函
数为

其分布函数为

顾客到达过程为到达率为λ的Poisson过程”与说“顾客
到达间隔相互独立且服从参数为λ的指数分布”是等价的。

1n n nt t+τ = −
( ) n

np e−λττ = λ

( ) 1 0s
nP s e s−λτ < = − >
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到达过程

微观增量特征

对于一个任意小的区间δ≥0，将Poisson分布用Taylor级数
展开，即

1e
2

−λδ (λδ)
= −λδ + −

2


可得：

( ( ) ( ) 0)P A t A t e−λδ+ δ − = = 1= −λδ + ο(δ)

( ( ) ( ) 1)P A t A t e
1

−λδ(λδ)
+ δ − = =

1! = λδ + ο(δ)

( ( ) ( ) 2)P A t A t e
2

−λδ(λδ)
+ δ − = =

2!

2(λδ)
= [1−λδ + ο(δ)] = ο(δ)

2!
式中，o(δ)表示δ的高阶无穷小，即 ( )lim 0o

δ→0

δ
=

δ
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服务过程

 M/M/1系统的服务过程服从指数分布

为第n个用户的服务时间ns

( ) ns
np s e µµ −=

( ) 1 0s
nP s s e sµ−< = − >
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状态转移特性及其稳态分布

 令系统的状态为系统中的用户数N(t)，我们可以用状

态转移概率来描述该系统的行为。将时间轴离散化

（对N(t)进行采样，采样间隔为δ，δ为大于0的任意小

常数），则显然该系统可用马氏链来描述。

无后效性
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状态转移特性及其稳态分布

 我们将系统的一步转移概率（从第k步转移到第k+1步）定

义为

}|{

}0,,1,|{

1

011

iNjNP

NiNiNjNPP

kk

kkkij

===

=−====

+

−+ 

Nk+1Nk



Xidian Univ.

Broadband Wireless Communications Laboratory, Xidian University

状态转移特性及其稳态分布

 考察离散时刻

 系统中的顾客数

 状态转移概率为：
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M/M/1排队系统
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M/M/1排队系统
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M/M/1排队系统

 状态转移概率小结

, ( ) , 1, 1i jP o i i i i iδ= ≠ + −与 

( ), 1 0i iP iλδ ο δ+ = + ≥

, 1 ( ) 1i iP o iµδ δ− = + ≥

0,0 1 ( )P oλδ δ= − +

, 1 ( ) 1i iP o iλδ µδ δ= − − + ≥

( )δο+=++ −+ 11,1, iiiiii PPP
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系统的状态转移图

 设系统状态的稳态概率为
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M/M/1排队系统
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M/M/1排队系统

 令 ，则有

 通过递推可得

0→δ

µλ 1+= nn pp

nnn ppp ρ
µ
λ

==+1

生灭过程
全局平衡方程
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 此外，由于 为状态n的概率，因而必有

 因此，在 的条件下，有

M/M/1排队系统
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 即

 系统的稳态概率为

 系统中的平均用户数为
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 由于 是到达率与服务速率之比，它反映了系统

的繁忙程度。当ρ 增加时，N 将随之增加；当ρ 趋于1时，N

将趋于∞。

 实际上是用户等待的概率(PQ) ，即当用户到

达系统时，发现系统中用户数不为0的（用户数≥1）的概率。

 如果 ，则系统将来不及服务，必然会导致系统中的

用户数趋于无穷大。

M/M/1排队系统

µ
λρ =

01 p−=ρ

1>ρ
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M/M/1排队系统

 利用Little定理，可求得用户的平均时延为

 排队等待概率
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 由于每个用户的平均服务时间为 ，则每个用户的平均
等待时间为

 利用上式，可得到平均时延T的另一个表达式

 系统中的平均队长为

M/M/1排队系统

µ
1

( )ρµ
ρ

λµµ
λ

µ −
=

−
•=−=

1
11TW
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+=
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λ λ ρ
µ λ µ

= = = •
− −

= − = −
−



Xidian Univ.

Broadband Wireless Communications Laboratory, Xidian University

 例：设某学校有一部传真机为全校2万名师生提供
传真服务。假定每份传真的传输时间服从负指数分
布，其平均传输时间为3分钟，并假定每个人发送
传真的可能性相同。如果希望平均排队的队长不大
于5人，试问平均每人间隔多少天才可以发送一份
传真？

M/M/1排队系统
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M/M/1排队系统

 假定要发送的传真服从Poisson到达，则该传真服
务系统可用M/M/1队列来描述。已知 分
钟， 人，要求解λ（份/天）。

 系统总的可以发送的传真速率为：
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5
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2
=

−
=

−
=

ρ
ρ

ρ
ρ

µ
λ

QN 854.0
2

553
≈

−
==

µ
λρ

天份分钟份 /410/285.0
3
854.0

1 ≈≈≈=

µ

ρλ



Xidian Univ.

Broadband Wireless Communications Laboratory, Xidian University

 则平均每个用户要隔

天才可以发送一份传真。如果提供传真服务的时间

不是每天24小时开放，如每天开放12小时，则间隔

的时间要增加一倍。

49410
20000 ≈
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M/M/1排队系统

 例：设有一个分组传输系统。其分组到达过程是到达率为

λ的Poisson过程，分组长度服从指数分布，其均值

为 。如果将k个这样的分组流统计复接在一个

高速信道上来传输，即将输入到达率提高k倍，并将信道

速率提高k倍（即服务时间变为 ），这相当于将k个

平行的低速传输的信道统计复接到一个高速信道上。试比

较两种情况下的传输时延。

µ
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µk
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λ µ
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 原系统中的平均分组数和平均时延为

 统计复接后系统中的平均分组数和平均时延为

M/M/1排队系统
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λ
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−
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M/M/1排队系统

 现在反过来考虑该例子。将一个高速的分组传输信道分解

成为k个信道（即采用FDM/TDM方式来传送各用户的分组）。

设该高速信道的分组到达率为λ，服务时间为

，现将信道分成k个并行的子信道，各个子信道

的分组到达率为 ，其服务时间为 （因为

子信道的传输速率为高速信道的 ），试比较分解

前后的传输时延。

µ
1

k
λ µ

k

k
1
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M/M/1排队系统

λ µ

λ./k

µ/k
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M/M/1排队系统

 高速信道的平均时延为

 分解后各子信道的平均时延为

 将一个高速信道分解为k个低速信道后，平均时延将增
加k倍。

 这样分解的另一个问题是，当各个低速信道的到达率
不同时，出现忙闲不均，有的信道很闲，有的信道不
足以满足用户的需求。
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 在M/M/m排队系统中，服务员为m个。设系统的到达
率为λ，每个用户的服务速率为µ。
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M/M/m排队系统

 如果 ，即为M/M/∞排队系统。

 如果仅有0～m 状态，则为M/M/m/m排队系统（系统中的容

量仅为m）。

 分析方法同M/M/1 

∞→m
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M/M/m排队系统

 状态转移图

当系统中的用户数 时，用户离开的速率为mµ
（因为只有m个服务员），

当 时，用户离开的速率为nµ（因为顾

客数小于服务员数）。

mn >

mn ≤
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 稳态全局平衡方程

 系统状态的稳态概率

 系统状态为0的稳态概率
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 用户到达系统必须等待的概率（发现所有的服

务员都在忙的概率）

 这就是等待制系统中需等待的概率，该公式称

为Erlang C公式。它说明在具有m条线路的电话

交换系统中，用户到达时发现m条线路都忙的概

率。

M/M/m排队系统
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M/M/m排队系统

 正在排队的用户数

 利用

 可得

( ) ∑∑
∞

=

∞

=
+ ==

00

0

! n

n

n

m

mnQ n
m
mp

npN ρ
ρ

( )20 1 ρ
ρρ
−

=∑
∞

=n

nn

ρ
ρ
−

=
1QQ PN



Xidian Univ.

Broadband Wireless Communications Laboratory, Xidian University

M/M/m排队系统

 用户的平均等待时延（利用Little定理）

 每个用户的平均时延为

 系统中的平均用户数为
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 例题：假定有m个信道，到达率为λ的分组流动态共

享这m个信道，每个信道的服务时间为 ，

试求分组的平均时延T，

 到达率为λ的分组流在服务速率为mµ（输入分组在

一个高速信道上传输）的单信道上传输的平均时延

进行比较。

M/M/m排队系统

µ
1

Λ
T

λ 1/µ
λ mµ
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M/M/m排队系统

解 该例题的前一部分为一个服务速率为µ的M/M/m排
队系统，后一部分为服务速率为mµ的一个M/M/1排
队系统。因此
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 在轻负荷的情况下 (          ),

 根据T 和 的表达式有 。

 也就是说，在轻负荷的情况下，分组的时延主要由

分组的传输时延决定，m个信道的传输时延是单信道

高速传输时延的m倍。

1<<ρ 0≈QP 0≈
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 在重负荷的情况下（ρ接近于1），有

因为 ，所以有 ，

进而有 。

 也就是说，在重负荷的情况下，分组的时延主要由分组的等

待时延所决定，此时两者时延基本相等。
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M/M/∞排队系统

 对于M/M/∞排队系统， 由于该系统是一个没有排队
的系统，所以其排队队长为0。
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 因而系统中用户数为泊松分布，平均用户数为

 利用Little定理，得分组的平均时延为

 没有等待时延，仅有平均时延

µ
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M/M/m/m m个服务员的有损排队系统

 对于M/M/m/m排队系统，系统中的容量为m。当用户
进入系统时，发现m个服务员全忙时，就立刻离开
系统（或丢失）。这种情况主要用于电路交换系统。
比如，当我们打长途电话时，假定仅有m条线路可
用，如果我们发现线路全忙，我们就会过一会再打
或以后再打，这就相当于我们离开系统。这是一种
呼损制系统，而不像M/M/m是一个等待制系统。
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 在呼损制系统中，感兴趣的主要参数是呼损率（阻
塞概率Blocking Probability）。所谓呼损率就是
新到用户发现系统所有线路都忙的概率，也就是他
的呼叫被拒绝的概率。
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 呼损率就是所有m个服务员都忙的概率，即

 该式为Erlang B, 也适用于服务时间均值为
的一般性分布的系统。
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 利用Erlang B公式可以确定每个服务员的繁忙程度
η

 如果每个服务员对应一个物理信道，则繁忙程度就
对应信道利用率。

(1 ) (1 )B B
m

λη ρ
µ

−
= = −
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B 1% 5% 10% 20%

m ρ η ρ η ρ η ρ η

1 0.010 1% 0.053 5% 0.111 10% 0.25 20%

5 0.272 1.66% 0.444 42.2% 0.576 51.9% 0.802 64.2%

10 0.446 44.2% 0.622 59.1% 0.751 67.6% 0.969 77.5%

15 0.541 53.5% 0.708 67.2% 0.832 74.9% 1.041 83.4%

20 0.602 59.5% 0.762 72.9% 0.858 79.3% 1.081 86.5%

由于式（3-61）计算复杂，可以用表
格的形式给出。m、、B、的关

系的简表如表所示。

( )

( )
0

!

!

m

m nm

n

mB p

n

ρ

ρ
=
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例3.8 假定系统的服务员数分别为m1=10和m2=20，每
次呼叫的平均时间为3min，要求系统的呼损率小于5%，
试求系统支持的最大呼叫到达率和服务员的繁忙程度。

解: 根据表3-1可以查出，
m1=10时对应的 1=0.622， 1=59.1%，
m2=20时对应的 2=0.762， 2=72.9% 。
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µ
λρ

m
=

µ
λρ

m
=

µ

ρρµλ 1
mm ==

1
10 0.622 2.073λ ×= ≈ 呼叫/分钟

2
20 0.762 5.083λ ×= ≈ 呼叫/分钟

m1=10时对应:
 1=0.622，
 1=59.1%，
m2=20时对应:
 2=0.762，
 2=72.9% 。
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 如果系统要求呼损率越小，则系统可承担的负
荷越小，各服务员的繁忙程度就越低。

 在相同的呼损率条件下，服务员越多，各服务
员的繁忙程度越高，因而系统承担的负荷越大。
这也反映了统计复用带来的好处。

 在M/M/m/m系统中 可以大于1，此时系统
不能服务的到达都将丢失。

µ
λρ

m
=
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