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§8.1 假设检验

 参数估计：其目的对未知参量给出估计值及置信区间，一
般情况下，参数估计是在总体形式已知的情况下，对未知
参量的定量的估计问题

 假设检验：其目的是对总体的某未知性质根据样本给出一
个定性判断，这时总体的分布的函数形式未知，或只知其
形式，但参数未知的情况

 假设检验中，为推断总体的某些性质，首先提出某些关于
总体的假设，然后根据样本对所提出的假设作出判断，是
接受，还是拒绝

例如：提出总体期望服从泊松分布的假设，然后进行判断

提出正态总体期望为μ0的假设，然后进行判断
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§8.1 假设检验

 假设检验的基本思想和做法

 通常借助于直观分析和理论分析相结合的做法

 基本原理就是人们在实际问题中经常采用的所谓小概

率原理:“一个小概率事件在一次试验中几乎是不可能

发生的”

 假设检验的过程是要构造一个小概率事件，如果根据

实际样本数据的计算，该小概率事件发生了，则拒绝

原假设，否则接受原假设

 下面结合实例来说明假设检验的基本思想.
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§8.1 假设检验

 实例 某车间用一台包装机包装葡萄糖, 包得的袋装糖重
是一个随机变量,  它服从正态分布.

 当机器正常时, 其均值为0.5公斤, 标准差为0.015公斤.

 某日开工后为检验包装机是否正常, 随机地抽取它所包
装的糖9袋,  称得净重为(公斤):

 0.497  0.506  0.518  0.524  0.498  0.511  0.520  0.515  

0.512

 问机器是否正常? 

,的均值和标准差装糖重总体

分别表示这一天袋和用

X

分析:
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由长期实践可知, 标准差较稳定, ,015.0 设

),015.0,(~ 
2NX则    .未知其中

问题:  根据样本值判断    . 0.5  0.5   还是

1 提出两个对立假设 . :   5.0: 0100   HH 和

2结合合理法则，再利用已知样本作出判断是接受

假设H0(拒绝假设H1), 还是拒绝假设H0(接受假设H1). 

如果作出的判断是接受H0, 

即认为机器工作是正常的, 否则, 认为是不正常的.

, 0 则

§8.1 假设检验
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由于要检验的假设涉及总体均值, 故可借助于样本均值来

判断.

  ,    的无偏估计量是因为 X

   , ||  ,  00 不应太大则为真所以若 xH

),1,0(~
/

, 0
0 N

n

X
H




为真时当

    , 
/

||
|| 0

0 的大小的大小可归结为衡量衡量
n

x
x









于是可以选定一个适当的正数k,

§8.1 假设检验

这里的检验统计量和分

布均不含任何未知参数

检验方法(即合理的法则)：对于未知参数，仍然从其点估

计量开始讨论，将未知参数与其点估计量进行比较

若过分大，则有理由

怀疑H0的正确性
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§8.1 假设检验

如何选取k呢，先看以下事实：

由于作出决策的依据是一个样本，当实际

上H0为真时，仍可能作出拒绝H0的决策，这种

可能性是无法消除的，这是一种错误。

此即假定H0正确
时的小概率事件
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§8.1 假设检验

 因此自然希望将犯这类错误的概率控制在一定限

度之内，即给出一个较小的数α(0<α<1),使犯这类

错误的概率不超过α，即使得：

P{拒绝H0|H0为真}α

知参数，及其分布，不含任何未

为真时前述的统计量因为当 ),1,0(~
/

0
0 N

n

X
ZH






   ,令上式取等号得由最大允许错误概率

   ,}
/

{}|{
0

00 






 k

n

x
PHHP 为真拒绝
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由标准正态分布分位点的定义得

.  ,
/
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/

02/
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接受时拒绝时当 
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§8.1 假设检验

的概率

拒绝规定值时事件取表示参数拒绝

或者

的概率拒绝时事件取表示参数拒绝

类错误，也可记作：

，称为“弃真”为真当拒绝前述的错误
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   0.05, 在实例中若取定

,96.1 025.02/  zzk 则

 0.015,  ,9  n又已知

   0.511,  x由样本算得   1.96,2.2
/

  0 


n

x




即有

于是拒绝假设H0,  认为包装机工作不正常.

§8.1 假设检验
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检验的合理性

以上所采取的检验法是符合实际推断原理的.

   0.05, 0.01,  ,   一般取总是取得很小由于通常

0

2/
0

00

 ,

/
 , ,

H

z
n

X
H

不正确，因而拒绝竟然发生了，所以假设

不发生的，现在一次实验当中几乎是小概率事件

是一个时即为真因而当











 





可以取得越大

心越大，的正确的信心有关，信它与用户对

称为显著性水平在假设检验中，数
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H

§8.1 假设检验
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§8.1 假设检验
 总结以上实例：

 在上例中，当样本容量n固定时，选定α后，数k可以确定，

然后按照统计量Z=            的观察值的绝对值|z|是大于等于

k，还是小于k来作出决策，

k是检验上述假设的一个门槛值

若|z|＝ k，则称 与μ0的差异是显著的，以至

于小概率事件发生了，这时拒绝H0，

否则则称 与μ0的差异是不显著的，这时接受H0，

选定的数α称为显著性水平，在α下对显著性判断

统计量Z=              称为检验统计量

n
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§8.1 假设检验

假设检验的相关定义：

像上例中的假设检验问题可叙述成：

“在显著性水平α下，检验假设H0：μ＝μ0，H1：μ≠μ0”

或“在显著性水平α下，针对H1检验H0”

H0称为原假设，或零假设，

H1称为备择假设，(在原假设被拒绝后可供选择的假设)

 要进行的工作是根据样本，按上述检验方法做出决定在H0

和H1之间接受其一
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§8.1 假设检验

 当检验统计量取某个区域C中的值时，我们拒绝原假设H0，

则区域C称为拒绝域，拒绝域的边界点称为临界点

上例中|z|zα/2为拒绝域，zα/2为临界点

 检验法则是根据样本作出的，总有可能作出错误的决策，

 在H0实际上为真时，可能犯拒绝H0的错误，称这类“弃真”

的错误为第I类错误

 当H0实际上不为真时，可能犯接受H0的错误，称这类“取

伪”的错误为第II类错误，犯第II类错误的概率记为

P{当H0不真时接受H0}或 {接受H0}
1HP 
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真实情况

(未知)

所 作 决 策

接受H0 拒绝H0

H0为真 正确 犯第I类错误

H0不真 犯第II类错误 正确

假设检验的两类错误

§8.1 假设检验
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§8.1 假设检验

 在确定检测法则时应尽可能使犯两类错误的概率都

小，但样本容量固定时减少犯弃真错误，往往会增

加取伪，二者矛盾，除非增加样本容量。

 一般情况下，我们总是控制犯第一类错误的概率，

使他小于或等于α，α通常取0.1，0.05，0.01，

0.005，等值，视情况而定

 这种只对犯第I类错误的概率加以控制，而不考虑

犯第II类错误的概率的检验，称为显著性检验

 即原假设为真却拒绝原假设，说明总体性质发生了显著

的改变
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§8.1 假设检验
 在显著性水平α下，如果给出的两个对立的假设如下形式：

H0：μ＝μ0，H1：μ≠μ0，

则称为双边备择假设，称该类假设检验问题为双边假设检验

其原因是：对于备择假设，μ可以小于μ0，也可以大于μ0，

 有时我们只关心总体均值是否增大，例如试验新工艺以提高
材料强度，总体均值越大越好。需要检验假设

H0：μμ0，H1：μ>μ0，则称为右边检验问题

 类似的有时需要检验假设，

H0：μμ0，H1：μ<μ0，则称为左边检验问题

 左边检验和右边检验统称为单边检验，检验的分类是依据备
择假设的形式给出的
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§8.1 假设检验

 单边检验的拒绝域

 这时原假设为真时被检参数是一个范围，而不是一个值

 设总体X～N(μ, σ2)，σ为已知，X1,X2,…,Xn是来自

X的样本，给定显著性水平α，来求如下检验问题

的拒绝域

右边检验：H0：μμ0，H1：μ>μ0，

 因H0中的μ都比H1中的要小，当H1为真时观察值

往往偏大，因此拒绝域的形式为

k，k是某一正常数x
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§8.1 假设检验

确定k，与例1中的做法类似
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§8.1 假设检验
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§8.1 假设检验

 处理参数的假设检验问题的步骤如下：

1. 根据实际问题的要求提出原假设H0和备择假设H1；

2. 给定显著性水平α，以及样本容量n

3. 确定检验统计量以及拒绝域的形式

 其分布应与任何未知数无关，且统计量里不含其它未知参数

 统计量的构造一般的从点估计量开始考虑

4. 按P{H0为真时拒绝H0}α求出拒绝域

5. 取样，根据样本观察值作出决策，是接受H0还是拒绝H0
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例2：某工厂生产固体燃料推进器的燃烧率服从正态分布N(μ,

σ2)，μ＝40cm/s，σ＝2cm/s,现在用新方法生产了一批推进

器，从中随机取n＝25只，测得燃烧率的样本均值为 ＝

41.25cm/s，设新方法下总体均方差没变，问这批推进器的

燃烧率较以往是否有显著的提高，取显著性水平α＝0.05

解：1°提出原假设H0和备择假设H1；

H0：μμ0＝40，即假设新方法没有提高燃烧率

H1：μ>μ0，即假设新方法提高了燃烧率

2°给定显著性水平α＝0.05

以及样本容量n＝25

§8.1 假设检验

x
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§8.1 假设检验
3°确定检验统计量以及拒绝域的形式

由例1，统计量为 ～N(0，1)，拒绝域的形式为
n

X

/



k
n

X




/



4°按P{H0为真时拒绝H0}α求出拒绝域

645.1
/

05.0

0 


 z
n

x
z





5°取样，根据样本观察值作出决策，是接受H0还是拒绝H0

645.1125.3
25/2

4025.41



z

z落在拒绝域中，在显著性水平α下拒绝H0，因此新方法
有显著提高
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§8.2 正态总体均值的假设检验

 假设检验是针对弃真这一可能犯的错误人为设定一个界限，

如果在这个界限内，认为原假设成立，否则的话，由于显

著性水平取得很小，表明小概率事件发生，根据实际推断

原理，原假设不成立。

 尽管也可能犯第II类取伪的错误，这时尽管总体的性质发

生了改变但没有发现，往往影响较小。

 正态总体均值的检验分为三种情况

 单个正态总体

 两个正态总体

 成对数据
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§8.2 正态总体均值的假设检验

(一)单个总体N(μ, σ2)均值μ 的检验

1°σ2已知，关于μ 的检验(Z检验)

 提出的假设，

双边：H0：μ＝μ0，H1：μ≠μ0，

单边：H0：μμ0， H1：μ>μ0，

H0：μμ0， H1：μ<μ0，

都是利用检验统计量

Z=                确定拒绝域的，当H0为真时服从N(0,1)

这种检验法常称为Z检验法
n

X

/

0
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例1   某切割机在正常工作时, 切割每段金属棒的平均长度为

10.5cm, 标准差是0.15cm, 今从一批产品中随机的抽取15段进

行测量, 其结果如下:

7.102.107.105.108.106.109.10

2.103.103.105.104.101.106.104.10

假定切割的长度X服从正态分布, 且标准差没有变化, 试

问该机工作是否正常? ).( 10

解     0.15,  ,),(~ 
2 NX因为

 ,5.10:,5.10:

  

10   HH

要检验假设

§8.2 正态总体均值的假设检验
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 0 




n
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则 ,516.0

查表得 ,645.105.0 z

645.1516.0|
/

|  05.0
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z

n

x




于是

   . , 0 认为该机工作正常故接受H

,15n ,48.10x 𝛼 = 0.1,

§8.2 正态总体均值的假设检验
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)(  ,.2 2 检验的检验关于未知 t

  . ,, ,),(~
22  显著性水平为未知其中设总体 NX

 .  : , : 0100   HH检验假设

  ,   ,,, 21 的样本为来自总体设 XXXX n

  , 2 未知因为   . 
/

 0 来确定拒绝域不能利用
n

X





  ,   22 的无偏估计是因为 S ,    来取代故用S

       . 
/

 0 来作为检验统计量即采用
nS

X
t




§8.2 正态总体均值的假设检验
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根据第六章§3定理三知,

由t分布上分位点的定义知
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拒绝域为

在实际中, 正态总体的方差常为未知, 所以我们常用 t
检验法来检验关于正态总体均值的检验问题.

上述利用 t 统计量得出的检验法称为t 检验法.

§8.2 正态总体均值的假设检验
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如果在例1中只假定切割的长度服从正态分布, 问该

机切割的金属棒的平均长度有无显著变化? )05.0( 

解    ,,  ,),(~ 
22 均为未知依题意 NX

 ,5.10:,5.10:  10   HH要检验假设

,15n ,48.10x ,05.0 ,237.0s

 
15/237.0

5.1048.10

/

0 





ns

x
t


,327.0

查表得 )14()1( 025.02/ tnt  1448.2 ,327.0 t

   . , 0 无显著变化认为金属棒的平均长度故接受H

例2

§8.2 正态总体均值的假设检验
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§8.2 正态总体均值的假设检验

1.已知方差时两正态总体均值的检验

,),( ,,, 
2

1121 1
的样本为来自正态总体设 NXXX n

  ,  :    , : 211210   HH需要检验假设:

两样本独立

的样本为来自正态总体    ,),(,,,
2

2221 1
NYYY n

   ,,  21 均为未知又设     ,,
2

2

2

1 已知

上述假设可等价的变为

  0,  :    0, : 211210   HH

利用z检验法检验.

(二) 两个正态总体均值差的检验(t检验)
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取检验的统计量为

),(~, 100 NUH 统计量成立时当

   .取显著性水平为

§8.2 正态总体均值的假设检验
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故拒绝域为
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问两种取种的方差为种的方差为互独立

且相均服从正态分布两种烟草的尼古丁含量据经验知

分别为单位测得尼古丁的含量化验

例进行的中各随机抽取重量相同从含量是否相同

化验尼古丁的两种烟草卷烟厂向化验室送去例
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211210 :,::   HH欲检验假设
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2.未知方差时两正态总体均值的检验

利用t检验法检验具有相同方差的两正态总体

均值差的假设.
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211210      ：，：检验假设 HH

   .取显著性水平为
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根据第六章§3定理四的推论2知,

   引入统计量
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对给定的
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例2 有甲、乙两台机床加工相同的产品, 从这两台
机床加工的产品中随机地抽取若干件, 测得产品直
径(单位:mm)为
机床甲: 20.5, 19.8, 19.7, 20.4, 20.1, 20.0, 19.0, 19.9

机床乙: 19.7, 20.8, 20.5, 19.8, 19.4, 20.6, 19.2, 

试比较甲、乙两台机床加工的产品直径有无显著
差异? 假定两台机床加工的产品直径都服从正态
分布, 且总体方差相等.

解

    ,),(),( 

       ,

2

2

2

1  NN

YX

和

分别服从正态分布和两总体依题意

 ,,, 
2

21 均为未知

)05.0( 
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  . :  , : 211210   HH需要检验假设
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即甲、乙两台机床加工的产品直径无显著差异.  
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(三)基于配对数据的检验（t检验）

有时为了比较两种产品，两种仪器，或两种试验方法等的

差异，我们常常在相同的条件下做对比试验，得到一批成

对（配对）的观测值，然后对观测数据进行分析。作出推

断，这种方法常称为配对分析法。

例3 比较甲，乙两种橡胶轮胎的耐磨性，今从甲，乙两

种轮胎中各随机地抽取8个，其中各取一个组成一对。再

随机选择8架飞机，将8对轮胎随机地搭配给8架飞机，做

耐磨性实验

飞行一段时间的起落后，测得轮胎磨损
量（单位：mg）数据如下：

§8.2 正态总体均值的假设检验
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解：用X及Y分别表示甲，乙两种轮胎的磨损量
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22

2

11 ~~  NYNX

211210   ：，： HH

假定 ，其中

，欲检验假设

下面分两种情况讨论：

轮胎甲：4900，5220，5500，6020，6340，7660，8650，4870

轮胎乙；4930，4900，5140，5700，6110，6880，7930，5010

§8.2 正态总体均值的假设检验
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（1）实验数据不配对分析：

将两种轮胎的数据看作来自两个总体的样本观
测值，这种方法称为不配对分析法。欲检验假设

211210   ：，： HH

§8.2 正态总体均值的假设检验

我们选择统计量
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由样本数据及n1=n2=8可得

5825,6145  yx

7/81633900
2

1 S 7/81053875
2

2 S

516.07.619/320 t

§8.2 正态总体均值的假设检验

对给定的 =0.05查自由度为16-2=14的t分布表

得临界值t/2(16-2)=t0.025(14)=2.145 

由于|t|=0.516<2.145=t0.025(14) ，因而接受H0，即
认为这两种轮胎的耐磨性无显著差异
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（2）实验数据配对分析：记 ，则

，由正态分布的

可加性知，Z服从正态分布 。

于是，对 与 是否相等的检验

YXZ 

2

21 ZZDd
def

ZE   ）（，）（

)2,(
2dN

1 2

§8.2 正态总体均值的假设检验

就变对d=0的检验，这时我们可采用关于一
个正态总体均值的t 检验法。将甲，乙两种轮
胎的数据对应相减得Z的样本值为：

-30，320，360，320，230, 780，720，-140
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计算得样本均值
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§8.2 正态总体均值的假设检验

对给定 =0.05，查自由度为8-1=7的t分布表

得临界值 t0.025(7)=2.365

由于t=2.83>2.365，因而否定H0，即认为这种
轮胎的耐磨性有显著差异。
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§8.2 正态总体均值的假设检验

 以上是在同一检验水平=0.05下采用不同方法的分析结果

 方法不同所得结果也不一致，到底哪个结果正确呢？下面

作一简要分析。

 因为我们将8对轮胎随机地搭配给8架飞机作轮胎耐磨性试

验，两种轮胎不仅对试验数据产生影响，而且不同的飞机

也对试验数据产生干扰，因此试验数据配对分析，消除了

飞机本身对数据的干扰，突出了比较两种轮胎之间耐磨性

的差异。对试验数据不做配对分析，轮胎之间和飞机之间

对数据的影响交织在一起，两组样本不独立。用两个独立

正态总体的t检验法是不合适的
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本章作业
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