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从本章开始讨论统计推断的两类基本问题：参数

估计和假设检验问题，本章讨论总体参数的点估计和

区间估计。参数估计问题是利用从总体抽样得到的信

息来估计总体的某些参数或者参数的某些函数.

估计废品率

估计新生儿的平均体重

估计湖中鱼数 … 

…

估计平均降雨量

§7.1 点估计
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§7.1 点估计

 问题：在总体形式已知时，对参数进行估计，有3个问题：

(1) 估计值?(点估计)

(2) 统计量选择的科学性（评选标准）

(3) 估计值的可信度？（区间估计）

 点估计：

设总体X的分布函数的形式为已知，但它的一个或多个

参数为未知，借助于总体X的一个样本来估计总体未知参数

的值的问题称为参数的点估计问题

 如：已知X～N(μ,σ2)，但参数μ,σ2为未知，需要估计
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§7.1 点估计

 点估计问题用数学模型来描述：

 设总体X的分布函数F(x; θ)的形式为已知，θ是待估参数，

X1,X2,…,Xn是X的一个样本，x1, x2,…, xn是相应的一个样本

值

 点估计问题就是要基于样本构造一个适当的统计量 (X1, 

X2,…,Xn)，并用它的一个观察值 (x1, x2,…, xn)作为未知参

数的近似值。

 称 (X1,X2,…,Xn)为θ的估计量， (x1, x2,…, xn)为θ的估计值

 不致混淆情况下，称估计量和估计值为估计，并都简记为

 估计量是样本的函数，样本值不同，θ 的估计值一般不同，

这体现了样本的个性

̂̂

̂

̂

̂
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§7.1 点估计
 例1：某炸药厂，一天中发生着火现象的次数X～π(λ)泊松分布，参数λ

未知，现有以下样本值，试估计参数λ。

着火次数k 0    1    2    3   4   5   6  

发生k次着火的天数nk 75  90  54  22  6   2   1   总计250天

 解：首先找到一个对λ的估计量

已知λ＝E(X)，而样本均值的数学期望E(   )＝E(X)，即Ak μk|k=1

所以可以用样本均值 来估计总体均值λ

样本容量为250，均值相当于250天的着火次数相加/250

 即λ的估计量 ＝ ，n＝250

 λ的估计值 ＝ ＝ =1.22

 可见对未知参数的估计量的构造方法是值得研究的
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§7.1 点估计

 有两种典型的点估计方法：

 矩估计法和最大似然估计法

 (一)矩估计法

 它是基于一种简单的“替换”思想建立起来的一种估计

方法

 是英国统计学家K.皮尔逊最早提出的

 其基本思想是用样本矩估计总体矩

 理论依据是大数定律
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§7.1 点估计

 可以通过构造样本矩来构造估计量，因为总体矩
总可以表示为未知参数的函数，如果令总体矩等
于样本矩的观察值，则构建了一个等式

 设X为连续型随机变量，概率密度为

f(x; θ1, θ2,…, θk)

 或X为离散型随机变量，其分布律为

P{X=x}＝p(x; θ1, θ2,…, θk)

 其中θ1, θ2,…, θk为待估的k个未知参数，

 X1,X2,…,Xn是来自总体X的样本
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§7.1 点估计

 假设总体X的前k阶总体矩存在，记为μ1, μ2,…,μk，

其中对任意的μl有

X为连续型：μl＝E(Xl)＝

或离散型：μl＝E(Xl)＝

 它们都是待估参数θ1, θ2,…, θk的函数，写成方程

组得
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§7.1 点估计

 一般情况下，包含k个未知参数的方程组可以求出k个未知

参数，即

 但总体矩的形式容易求得，即待估参数的函数，但实际值

未知，而我们有辛钦定理的推论，即

若总体X的k阶矩E(Xk)＝μk存在，则由辛钦定理，当n→∞

时，样本k阶矩Ak μk，k＝1,2,…，

由依概率收敛的性质知道

g(A1, A2,…, Ak)             g(μ1, μ2,…, μk)，g为连续函数
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§7.1 点估计

 因此我们就以样本l阶矩Al代替上式中的总体l阶矩μl，l＝

1,2,…k，并以

＝ (A1, A2,…, Ak) ，l＝1,2,…k

作为未知参数 的估计量，l＝1,2,…k，这种估计量称为矩

估计量，矩估计量的观察值称为矩估计值

 矩估计法定义：

 象以上过程那样，基于样本矩依概率收敛于总体矩，

并进而有样本矩的连续函数依概率收敛于总体矩的连续函

数的性质，而用样本矩（或样本矩的连续函数）作为相应

的总体矩（或总体矩的连续函数）的估计量，这种估计方

法称为矩估计法。

l̂ l

l
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§7.1 点估计
 矩估计法的一般方法：

 1°由总体X的概率分布的形式计算总体矩的形式，即

μl＝E(Xl)＝ μl(θ1, θ2,…, θk), l＝1,2,…k，

它们是未知参数θ1, θ2,…, θk的函数，k的取值与待估的未知

参数个数相同

 2°将它们联立得到方程组，并解出未知参数用总体矩表示

的函数形式

 3°直接以样本矩代替总体矩，Al代替上式中的总体l阶矩μl，

l＝1,2,…k，得到k个估计量 ＝ (A1, A2,…, Ak) ，l＝

1,2,…k，即得到k个未知参数的矩估计量

 4 °以样本值计算出样本矩的观察值并分别代入矩估计量，

得到各个未知参数的估计值

l̂ l
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§7.1 点估计

1°有两个参数，先求前二阶矩

2°求解未知参数的表达式，用总体矩表示

联立方程，解得
)(3

2

121  a

)(3
2

121  b 13/41



)(3ˆ
2

121 AAAa  ,)(
3

1

2



n

i

i XX
n

X

)(3ˆ 2

121 AAAb  ,)(
3

1

2



n

i

i XX
n

X

3°以样本k阶矩A1, A2，代替总体k阶矩μ1，μ2，

2

1 2

1

1
,

n

i

i

A X A X
n 

  其中

§7.1 点估计

14/41



§7.1 点估计
 例3    设总体X的均值μ和方差σ2都存在，且有σ2>0，但μ和

σ2均为未知，又设X1,X2,…,Xn是来自X的样本，试求μ和σ2

的矩估计量

解：
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2

分别以A1，A2，代替μ1，μ2，得到μ和σ2的矩估计量为
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是方差与一阶矩和二阶矩满足 D(X)＝E(X2)－[E(X)]2
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矩估计法的优点是简单易行

缺点是，当总体类型已知时，没有充分利用分布提供的信息 .

一般场合下，矩估计量不具有唯一性 . 16/41



例 设总体X的分布密度为
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§7.1 点估计
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为此,  求
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§7.1 点估计

 (二)最大似然估计法

 最大似然法是在总体类型已知条件下使用的一种参数估

计方法

 它首先是由德国数学家高斯在1821年提出的，然而这

个方法常归功于英国统计学家Fisher， Fisher在1922

年重新发现了这一方法，并首先研究了这种方法的一些

性质

Gauss Fisher 19/41



§7.1 点估计

似然函数（当X为离散型随机变量时）

 设总体X属离散型，其分布律P{X=x}＝p(x;θ)，θ的形

式为已知，θ为待估参数，是θ可能取值的范围。

 设X1,X2,…,Xn是来自X的样本，则X1,X2,…,Xn的联合分布

律为 。

 又设x1, x2,…, xn是相应于样本X1,X2,…,Xn的一个样本值。

易知样本X1,X2,…,Xn取到观察值x1, x2,…, xn的概率，弈即

事件{X1=x1,X2=x2,…, Xn=xn}发生的概率为

L(θ)=L(x1, x2,…, xn; θ)=                    ，θ，

 该概率随θ取值而变化，是θ的函数，L(θ)称为样本的似然

函数，其中x1, x2,…, xn是已知的样本值，它们都是常数
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§7.1 点估计

R.A.Fisher引进了最大似然估计法

主要思路：

 现在X1,X2,…,Xn取到观察值x1, x2,…, xn这一情况已

经发生，说明取到这一样本值的概率L(θ)比较大

 显然如果θ的取值使得出现x1, x2,…, xn的概率为小

概率事件是不合理的。

 这样我们自然认为使得样本值x1, x2,…, xn出现的概

率L(θ) (它是θ的函数) 取值很大的θ值作为待估参数

θ的估计量更为合理。
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§7.1 点估计

 最大似然估计法就是固定样本观察值x1, x2,…, xn ，在θ取值

的可能范围内，挑选使似然函数L(θ)=L(x1, x2,…, xn; θ)达

到最大值的参数值 ，作为θ的估计值。即取 使

L(x1, x2,…, xn;    )＝

 注意“在θ取值的可能范围Θ内”这一条件，当极大值点不

在Θ范围内时，应在Θ内选取似然函数最大的点作为估计值。

 这样得到的估计值与样本值x1, x2,…, xn有关，是它们的函

数，常记为 (x1, x2,…, xn),称为参数θ的最大似然估计值，而

相应的统计量 (X1,X2,…,Xn)称为参数θ的最大似然估计量

 注意：最大似然估计是先求估计值表达形式,再给出估计量
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§7.1 点估计
当X为连续型随机变量时

 若总体X属连续型，其概率密度f(x;θ)，θΘ的形式为已知，
θ为待估参数，是θ可能取值的范围。

 设X1,X2,…,Xn是来自X的样本，则X1,X2,…,Xn的联合概率

密度为

 又设x1, x2,…, xn是相应于样本X1,X2,…,Xn的一个样本值。

则随机点(X1,X2,…,Xn)落在点(x1, x2,…, xn)的邻域(边长为

dx1, dx2,…, dxn的n维立方体)内的概率近似为

该值随θ的变化而变化。

 与离散型的情况一样，取θ的估计值使得以上概率取到最
大值，但因子 不随θ而变，故只需考虑函数

L(θ)=L(x1, x2,…, xn; θ)=                    ，θΘ，

的最大值，这里L(θ)称为样本的似然函数。
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§7.1 点估计

 若估计值 使得

L(x1, x2,…, xn;    )＝

则称 (x1, x2,…, xn)为参数θ的最大似然估计值，

称 (X1,X2,…,Xn)为参数θ的最大似然估计量。

 在以上定义下，确定最大似然估计量的问题就归结为微分

学中的求最大值问题了

 在很多情况下，p(x;θ)和f(x;θ)关于θ可微， 常可从方程

中解得。

 又L(θ)与lnL(θ)在同一θ处取到极值，因此θ的最大似然估

计值 也可从方程 中解得。而后者往往比较

方便，并称为对数似然方程
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§7.1 点估计

 最大似然估计的一般方法：

1°给出总体X的分布律或分布函数p(x;θ)和f(x;θ)

2°写出似然函数L(θ)＝ 或

L(θ)=                 ，或相应的对数似然函数lnL(θ)

3°由 或 结合θ的取值范围，

求得参数θ的估计值，进而给出估计量

就似然函数而言，离散型是样本分布律函数值，连续性是样本概率密度值
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步验证了极大似然估计的合理性
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§7.1 点估计

 多个未知参数的极大似然估计

如果随机变量X的分布中含有多个未知参数θ1,

θ2,…, θk。似然函数L是这些未知参数的函数，即

L(θ1, θ2,…, θk)。

令

或 ＝0，i＝1,2,…,k （*）

解上述的k个方程组成的方程组，即可得到各未知

参数θi(i=1,2,…,k)的最大似然估计值 ，上述对数

形式方程组称为对数似然方程组
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 用上述求导方法求参数的最大似然估计有时行不

通，这时要用极大似然原则来求

 在统计问题中往往先使用最大似然估计法, 在最大

似然估计法使用不方便时, 再用矩估计法

 最大似然估计函数的性质：

 待估参数的函数的估计量

设θ的函数u＝u(θ)，θ∈Θ，具有单值反函数θ＝

θ(u)，u∈U，又设 是X的概率分布中参数θ的最

大似然估计，则 是u(θ)的最大似然估计。

§7.1 点估计
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§7.1 点估计
 证：由于 是θ 的最大似然估计，于是有

L(x1, x2,…, xn;    )＝

其中x1, x2,…, xn是X的一个样本值，而由题设
有 ，且有

这样上式可写成

L(x1, x2,…, xn; θ(   ))＝

这样选取的估计量 的函数 使得L(x1, x2,…,

xn; θ(  ))最大，因此 是u(θ)的最大似然估计
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§7.1 点估计
 当总体分布中含有多个未知参数时，也具有上述

性质

 例如例5中的两个参数μ,σ2，得到 ＝B2＝

 函数u＝u(σ2)＝ 有单值反函数σ2＝u2(u0)，按上述性质
得到标准差σ的最大似然估计



 很多情况下对数似然方程或方程组没有有限函数
形式的解，（初等不可解）用数值计算方法求近
似解。著名的有newton－raphson迭代算法，拟牛
顿算法，切线法等
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第七章 参数估计

§7.1 点估计

§7.2 基于截尾样本的最大似然估计

§7.3 估计量的评选标准

§7.4 区间估计

§7.5 正态总体均值和方差的区间估计

§7.6 (0－1)分布参数的区间估计

§7.7 单侧置信区间
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§7.2基于截尾样本的最大似然估计

 如果我们能够获得一个完全的样本，就可以用数

理统计知识去分析总体的性质。

 但有时只能获得部分样本，比如

 灯泡寿命的试验，可能在测试时间段内，仍然有灯泡没

有点爆，这样就获得了部分样本，如何根据这种情况给

出最大似然估计。

 可以考察一定的时间或者得到一定个数的样本点爆时间。

这就是定时结尾样本和定数结尾样本

 本小节内容略去
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本章作业

 P173：1，2(1,3)，3(1,3)，4(1,3) 
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