
第四章随机变量的数字特征

§4.1 数学期望

§4.2 方差

§4.3 协方差及相关系数

§4.4 矩、协方差矩阵
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§4.4 矩、协方差矩阵

 本节引入随机变量的另外几个数字特征

定义：X和Y是随机变量

1°若E(Xk)存在，k＝1,2,…，称它为X的k阶原点矩，简称k阶矩

当k＝1时即为数学期望E(X),它是X的一阶原点矩

2°若E{[X－E(X)]k}存在，k＝1,2,…，称它为X的k阶中心矩

当k＝2时即为方差D(X),它是X的二阶中心矩

3°若E(XkYl)存在，k,l＝1,2,…，称它为X和Y的k＋l阶混合矩

4°若E{[X－E(X)]k[Y－E(Y)]l}存在，k,l＝1,2,…，称它为X和Y

的k＋l阶混合中心矩

当k＝l＝1时即为协方差Cov(X,Y),它是X和Y二阶混合中心矩
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§4.4 矩、协方差矩阵

n维随机变量的协方差矩阵

 首先考虑二维随机变量的协方差矩阵

 二维随机变量(X1,X2)有四个二阶中心矩，设它们都存在，

分别记为

c11＝E{[X1－E(X1)]
2}                         D(X1)

c12＝E{[X1－E(X1)][X2－E(X2)]}      Cov(X1,X2)

c21＝E{[X2－E(X2)][X1－E(X1)]}      Cov(X2,X1)

c22＝E{[X2－E(X2)]
2}                         D(X2)

 将它们排成矩阵的形式， 这个矩阵称为随机变量

(X1,X2)的协方差矩阵 



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§4.4 矩、协方差矩阵
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§4.4 矩、协方差矩阵

 对于n维随机变量(X1,X2,…,Xn)的协方差矩阵。由于cij＝cji，

(i≠j, i，j＝1，2，…,n)因而是一个对称矩阵

 在实际中，由于n维随机变量的分布是不知道的，或者太

复杂，数学上不易处理，因此协方差矩阵尤为重要

 n维正态随机变量的概率密度的协方差矩阵表示

 首先将二维正态随机变量的概率密度改写成另一种形式

 二维正态随机变量(X1,X2)的概率密度为

，－∞<x1<∞,－∞<x2<∞。

 现在将指数中括号内的部分写成矩阵的行列式形式
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§4.4 矩、协方差矩阵

 令X=       ，μ=       ，记(X1,X2)的协方差矩阵为

C＝ ＝ ，

其中12＝

＝Cov(X1,X2)＝Cov(X2,X1)

 C的行列式|C|＝1
22

2(1- 2) ，

 于是C的逆阵C－1＝ ＝
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§4.4 矩、协方差矩阵

做如下计算

 (X－μ)C－1(X－μ)

＝ (x1－μ1，x2－μ2)

展开 ＝

于是(X1,X2)的概率密度可写为

 f(x1,x2)＝ ，

－∞<x1<∞,－∞<x2<∞
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§4.4 矩、协方差矩阵

 推广到n维正态随机变量(X1,X2,…,Xn)的情况

 引入矩阵

X=         ，μ=        ＝ ，

 f(x1,x2,…,xn)=                                 ，

－∞<xi<∞，i＝1，2，…，n

C是(X1,X2,…,Xn)的协方差矩阵
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§4.4 矩、协方差矩阵
 n维正态随机变量的四条重要性质：

 1°n维正态随机变量(X1,X2,…,Xn)的每一个分量Xi，i＝
1,2,…,n，都是正态变量；反之若X1,X2,…,Xn都是正态变量，
且相互独立，则(X1,X2,…,Xn)是正态变量

证明：对于第一个问题，由归纳法，正态变量的边缘概率
密度都是正态变量

反之，若相互独立，则协方差为0，协方差矩阵只有主对
角线元素不为0且是各正态变量的方差。

 2°n维正态随机变量(X1,X2,…,Xn)服从n维正态分布的充要
条件是X1,X2,…,Xn的任意线性组合：

l1X1+l2X2+…+lnXn

服从一维正态分布(其中l1,l2,…,ln不全为0) 9/21



§4.4 矩、协方差矩阵

 3°正态变量的线性变换不变性：若(X1,X2,…,Xn)

服从n维正态分布，设Y1,Y2,…,Yk是Xj，j＝

1,2,…,n的线性函数，则(Y1,Y2,…,Yk)也服从多维

正态分布

 4°设(X1,X2,…,Xn)服从n维正态分布，则

“X1,X2,…,Xn相互独立”与“X1,X2,…,Xn两两不

相关”是等价的。

这是因为，正态变量的性质由协方差矩阵完全确

定，而矩阵中的元素为两两分量的协方差，反映

了两两相关性
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本章小结
随机变量的数字特征

数学期望(期望，均值)：级数或广义积分绝对收敛

数学期望的性质

方差(描述分散度) D(X)=E{[X-E(X)]2}

函数的数学期望Y＝g(X)

1°  E(C )=C

变量分解法求数学期望，以上定义可以推广到多维，求解时要用到多维随机变量的联合分布





dxxfxg )()(

2°  E(CX )=CE(X )

3°  E(X+Y )=E(X )+E(Y )

4°  E(XY )=E(X )E(Y ),当X和Y独立时

连续型E(g(X))=




1

)()(
i

ii xpxg离散型E(g(X))=

方差的计算：(1)根据定义式；(2)利用方差恒等式D(X)=E(X2)-E(X)2  

标准差 ÖD(X)

方差的性质

1°  D(C )=0

2°  D(CX )=C2D(X )

3°  D(X+Y )=D(X )+D(Y )＋2Cov(X,Y)

4°  D(X )=0 Û P{X=C}=1

六种重要分布的数学期望和方差
参见第二章所述

协方差 Cov(X,Y)=E{[X-E(X)][Y-E(Y)]}=E(XY)-E(X)E(Y)

相关系数
)()(

),(
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YXCov
XY  相关系数的性质 1°  |XY|£1 2°  |XY|=1Û $ a,b 使P{Y=a+bX}=1

XY仅说明X和Y的线性相关性，因此X，Y不相关，不一定独立 因此X和Y独立，则一定不相关

对于二维正态随机变量X,Y则存在特例：＝0 ÛX和Y相互独立

矩、协方差矩阵

契比雪夫不等式

l阶中心矩 E{[X-E(X)]l}

l阶原点矩 E(Xl)

l+m阶混合中心矩 E{[X-E(X)]l[Y-E(Y)]m}

l+m阶混合原点矩 E(XlYm)
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设随机变量X具有数学期望E(X)=μ，方差
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本章小结（2）
关于正态分布与独立性的若干结论
1°m个标准正态分布的随机变量之和(Z)的分布仍然服从正态分布Z～N(0,m)

     Y＝aX+b~N(aμ+b，(aσ)
2
)

2°一般，如果X和Y相互独立且X～N(μ1，σ1
2
)， Y～N(μ2，σ2

2
)，则有

   Z＝X＋Y～N(μ1＋μ2，σ1
2＋σ2

2
)

3°以上结论推广到n个相互独立的正态随机变量之和也成立
   Xi～N(μi，σi

2
)，i＝1，…，n，

Z=X1+X2+,…,+Xn～N(μ1＋μ2＋…+μn，σ1
2＋σ2

2＋…+σn
2
)

4°更一般的有限个相互独立的正态随机变量的线性组合仍然服从正态分布
  Z=a1X1+ a2X2+,…,+ anXn～N(a1μ1＋a2μ2＋…+anμn，(a1σ1)

2＋(a2σ2)
2＋…+(anσn)

2
)

5°n维正态随机变量(X1,X2,…,Xn)的每一个分量Xi，i＝1,2,…,n，都是正态变量；
   反之若X1,X2,…,Xn都是正态变量，且相互独立，则(X1,X2,…,Xn)是正态变量
6°n维正态随机变量(X1,X2,…,Xn)服从n维正态分布的充要条件是X1,X2,…,Xn的
   任意线性组合： l1X1+l2X2+…+lnXn 服从一维正态分布(其中l1,l2,…,ln不全为0)

7°正态变量的线性变换不变性：若(X1,X2,…,Xn)服从n维正态分布，设Y1,Y2,…,Yk

    是Xj，j＝1,2,…,n的线性函数，则(Y1,Y2,…,Yk)也服从多维正态分布
8°设(X1,X2,…,Xn)服从n维正态分布，则“X1,X2,…,Xn相互独立”与
    “X1,X2,…,Xn两两不相关”是等价的。 12/21
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