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§3.1 二维随机变量

 定义2.3：设E是一个随机试验，它的样本空间是

S＝{e}，设X＝X(e)和Y=Y(e)是定义在S上的随机

变量，由它们构成的一个向量(X,Y)，叫做二维随

机向量，或二维随机变量

e

)(eY

)(eX
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§3.1 二维随机变量

实例1 炮弹的弹着点的位置 (X,Y) 

就是一个二维随机变量

实例2 考查某一地区学前儿童的
发育情况 , 则儿童的身高 H 和
体重 W 就构成二维随机变量
(H,W)

 两个分量是有内在联系的，因
此要将X,Y作为整体来研究

 其性质与X、Y及X,Y之间的关系
均有关，逐个研究X,Y的性质是不
够的。
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§3.1 二维随机变量

二维随机变量分布函数的定义

 定义 设(X,Y)是二维随机变量，对于任意实数x，y，
二元函数：

F(x,y)=P{(X≤x)∩(Y≤y)}，记做P{X≤x，Y≤y}

称为二维随机变量(X,Y)的分布函数，或称为随机
变量X和Y的联合分布函数。
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§3.1 二维随机变量

 二维随机变量分布函数的意义

 将(X,Y)看成是平面上随机点的坐标，则分布函数F(x,y)

在点(x,y)处的函数值是随机点(X,Y)落在以(x,y)为顶点的
左下方的无穷矩形区域内的概率

 随机点落在矩形区域的概率：

 P{x1<X≤x2，y1<Y≤y2}= F(x2,y2)－F(x2,y1)－F(x1,y2)＋F(x1,y1)

xo

y
),( yx



yYxX  ,

y

xo x1 x2

y1

y2

(X, Y )

(x2 , y2)

(x2 , y1)

(x1 , y2)

(x1 , y1)
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§3.1 二维随机变量

分布函数的性质：

1°F(x,y)是变量x，y的不减函数

2°0≤F(x,y)≤1且

 对任意固定的y，F(－∞，y)＝0 

 (边界无限向左，趋于不可能事件)

 对任意固定的x，F(x, －∞)＝0 

 (边界无限向下，趋于不可能事件)

 F(－∞, －∞)＝0，

 (边界无限向左下，趋于不可能事件)

 F(∞, ∞)＝1，

 (边界无限向右上，趋于必然事件)

对任意的y，当x2>x1时F(x2,y)≥F(x1,y)

对任意的x，当y2>y1时F(x,y2)≥F(x,y1)

7/45

xo

y
),( yx



yYxX  ,



§3.1 二维随机变量

 3°F(x,y)＝F(x+0,y)，F(x,y)＝F(x,y+0)

 F(x,y)关于x右连续，关于y也右连续

 4°对于任意点(x1,y1)，(x2,y2)，x1<x2，y1<y2，

下述不等式成立：

 F(x2,y2)－F(x2,y1)－F(x1,y2)＋F(x1,y1)≥0  

 矩形区内的概率，及概率非负性
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§3.1 二维随机变量

 推广到n维：

 定义：一般，设E是一个随机试验，它的样本空间是S＝
{e}，设X1＝X1(e)，X2＝X2(e)，…，Xn＝Xn(e)是定义在S

上的随机变量，由它们构成的一个n维向量(X1,X2, …,Xn)

叫做n维随机向量，或n维随机变量

 分布函数

 定义 设(X1,X2, …,Xn)是n维随机变量，对于n个任意实数
x1，x2，…，xn，n元函数：

 F(x1，x2，…，xn)=P{ X1x1,X2x2, …,Xnxn} 

 称为n维随机变量(X1,X2, …,Xn)的分布函数，或称为随机
变量X1,X2, …,Xn的联合分布函数。

 具有同二维类似的性质。 9/45



§3.1 二维随机变量

 二维离散型的随机变量：

 定义：若二维随机变量(X,Y)全部可能取到的不相同的值

是有限对或可列无限多对，则称(X,Y)是离散型随机变量

 二维离散型随机变量的分布律：

 设二维离散型随机变量(X,Y)所有可能取的值为(xi,yj)，i，

j＝1,2,…,

 记P{X=xi,Y=yj}=pij，i，j＝1,2,…,则由概率的定义有：

 pij≥0， ＝1

 则称P{X=xi,Y=yj}=pij，i，j＝1,2,…为二维离散型随机变

量(X,Y)的分布律，或随机变量X和Y的联合分布律。








1 1i j

ijp
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§3.1 二维随机变量

 也可以用表格的形式给出：

 

X  
Y  

1x  2x  … ix  … 

1y  11p  21p  … 1ip  … 

2y  12p  22p   2ip  … 

          

jy  jp1  jp2  … ijp  … 

          
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§3.1 二维随机变量

 例1：设随机变量X在1，2，3，4四个整数中等可能地取一

个值，另一个随机变量Y在1～X中等可能地取一整数值。

试求(X,Y)的分布律。

 解：Y的取值与X的取值有关， i=1，2，3，4，j取不大于i

的正整数，由乘法定理 P{X=i,Y=j}＝P{Y=j|X=i}P{X=i}＝

(1/i)(1/4)，i=1，2，3，4，1ji

Y       X     1         2           3            4

1        1/4  1/4(1/2)  1/4(1/3)  1/4(1/4)  

2         0    1/4(1/2)  1/4(1/3)  1/4(1/4)

3         0         0       1/4(1/3)  1/4(1/4)

4         0         0            0        1/4(1/4)
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( X,Y ) 所取的可能值是

),0,0(

解

),1,0( ),0,1( ),1,1( ),2,0( ).0,2(
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例2 从一个装有3支蓝色、2支红色、3支绿色

圆珠笔的盒子里, 随机抽取两支, 若 X、Y 分别

表示抽出的蓝笔数和红笔数,求( X,Y )的分布律.
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§3.1 二维随机变量

X
Y 210

283 289 283

143 143 0

281 0 0

0

1

2

故所求分布律为
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§3.1 二维随机变量

二维离散型随机变量(X,Y)的分布函数

 将(X,Y)看作一个随机点的坐标，则离散型随机

变量X和Y的联合分布函数为：包含在以(x,y)为

顶点的左下方无穷矩形区域内的所有可能取值

点的概率的和，即

 F(x,y)＝

 其中和式是对一切满足xi≤x，yj≤y的i，j来求和

的


 xx yy

ij

i j

p
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§3.1 二维随机变量

二维连续型随机变量的概率密度：

 对于二维随机变量(X,Y)的分布函数F(x,y)，如

果存在非负的函数f(x,y)，使对任意x,y有

 F(x,y)＝

 则称(X,Y)是连续型的二维随机变量，函数f(x,y)

称为二维随机变量(X,Y)的概率密度，或称随机

变量X和Y的联合概率密度。

  

y x

dudvvuf ),(

y

o

(x, y)

(X, Y )
x
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§3.1 二维随机变量
f(x,y)的性质：

1°非负性 f(x,y)≥0 

 曲线z＝f(x,y)表示一个曲面，位于xOy平面的上方

2°归一性 ＝F(∞, ∞)＝1

 曲面z＝f(x,y)与xOy平面的空间区域的体积为1

3°设G是xOy平面上的区域，点(X,Y)落在G内的概率为

 P{(X,Y)G}=                             在几何上，以G为底，

以曲面z＝f(x,y)为顶的柱体体积

4°若f(x,y)在点(x,y)处连续，则有

＝f(x,y)

 







dudvvuf ),(


G

dxdyyxf ),(

yx

yxF



 ),(2
xO

y

z

z=f(x,y)

G

此时的分布函数关于x或y均是连续的 17/102



§3.1 二维随机变量

 面密度的概念：由性质，在f(x,y)的连续点(x,y)处
有

 f(x,y)=           =

 由分布函数的定义，分子刚好是落在矩形区域的
概率，即

 =

 当ΔxΔy很小时，

 ≈f(x,y)ΔxΔy ，

 即随机点落在长方形(x, x+Δx]×(y, y+Δy]内的概率近似
等于长方体的体积，以上比值表明，概率密度为：单位
面积上的概率值：面密度

yx

yxF



 ),(2

yx

yxFyyxFyxxFyyxxF

y
x 






),(),(),(),(
lim

0
0

yx

yyYyxxXxP

y
x 






},{
lim

0
0

},{ yyYyxxXxP 
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



 




求概率求分布函数

其它

具有概率密度设二维随机变量例

§3.1 二维随机变量
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解   


y x
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§3.1 二维随机变量

先在图像上画出非0区
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},),{(}{ GYXXY 

}),{(}{ GYXPXYP 

(2) 将 ( X,Y )看作是平面上随机点的坐标

即有

XY 

G

x

y

O

yxyxf
G

dd),(

yxe
y

yx
dd2

0

)2(

 
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

.
3

1


§3.1 二维随机变量

一般的，涉及到几个随机变量的表达式，在求解概率时就要用几
维分布来求解
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1.均匀分布

定义 设 D 是平面上的有界区域,其面积为 S,若二
维随机变量 ( X , Y ) 具有概率密度

则称( X , Y )在 D 上服从
均匀分布.

这一是一种几何概型












.,0

,),(,
1

),(

其它

Dyx
Syxf

两个常用的分布

§3.1 二维随机变量
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2.二维正态分布

若二维随机变量 ( X,Y ) 具有概率密度











 














2
2

2
2

21

21

2
1

2
1

2

)())((2)(

)1(2

1

2

21 1π2

1
),(

σ

μy

σσ

μyμxρ

σ

μx

ρ
e

ρσσ
yxf

.11,0,0,,,,, 212121  ρσσρσσμμ 且均为常数其中

),,(  yx

记为正态分布

的二维服从参数为则称

.

,,,,),( 2121 ρσσμμYX

),,,,(~),(
2

2

2

121
ρσσμμNYX

§3.1 二维随机变量
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二维正态分布的图形

§3.1 二维随机变量

24/102



解 ,1dd),()1(  
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§3.1 二维随机变量
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§3.1 二维随机变量
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第三章多维随机变量及其分布

§3.1 二维随机变量

§3.2 边缘分布

§3.3 条件分布

§3.4 相互独立的随机变量

§3.5 两个随机变量的函数的分布
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§3.2 边缘分布

 二维随机变量(X,Y)具有分布函数F(x,y)，它描述的是整体

的性质，有时我们也要考察X或者Y的个体性质，也就是我

们关心的FX(x)，FY(y)是怎样的？并且分别将FX(x)和FY(y)

称为X和Y的边缘分布函数。

 边缘分布函数的求解：已知联合分布F(x,y)，求解

边缘分布FX(x)＝P{Xx}

 由于{Y<∞}是必然事件，所以{Xx}∩{Y<∞}＝{Xx}。

 ∴FX(x)＝P{Xx}＝P{(Xx)∩(Y<∞)}=P{Xx,Y<∞}=F(x, ∞)

 同理：

 FY(y)＝P{Yy}＝P{(X<∞)∩(Yy)}= P{X<∞,Yy}= F(∞, y)
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§3.2 边缘分布

离散型随机变量的边缘分布律：

 (X,Y)的分布函数为F(x,y)＝

 则FX(x)＝F(x, ∞)＝ ＝ ，

 与第二章分布律与分布函数的关系式进行比较，括号内
的部分即为P{X＝xi}

 所以

 X的分布律为P{X＝xi}＝ ＝pi• ，i＝1，2，…

 同理

 Y的分布律为P{Y＝yj}＝ ＝p•j ，j＝1，2，…


 xx yy

ij

i ji

p






xx j

ij

i

p
1

 




xx j

ij

i

p )(
1




1j

ijp




1i

ijp

※注意：边缘分布律

的和式可以理解为一

种全概率展开：以Y

取值为划分对X取值

的全概率展开。
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§3.2 边缘分布
 分别称pi• (i＝1，2，…)和p•j (j＝1，2，…)为(X,Y)

关于X和关于Y的边缘分布律。

;,2,1,}{
1

 




ipxXP
j

iji .,2,1,}{
1

 




jpyYP
i

ijj

X
Y  ixxx 21





j
y

y

y

2

1 
12111 i

ppp


22212 i

ppp




ijjj

ppp
21



p•j

pi•
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,),()(
1









xx j

ijX

i

pxFxF

.),()(
1









yy i

ijY

j

pyFyF

离散型随机变量关于X 和Y 的边缘分布函数分别为

§3.2 边缘分布
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XY 10

42

12

42

12

42

12

42

6
1

0

}{ ii xXPp 

}{
jj

yYPp 


注意 联合分布 边缘分布

解

 





7

4

7

3

1
7

4

7

3

§3.2 边缘分布

例1 已知下列分布律求其边缘分布律.
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§3.2 边缘分布

连续型随机变量的边缘概率密度：

 (X,Y)的概率密度函数为f(x,y)，

 FX(x)＝F(x, ∞)＝ ＝

 与概率密度函数定义相比较

 得，X是连续型随机变量，且fX(x)＝

 同样，Y是连续型随机变量，且fY(y)＝

 分别称fX(x)和fY(y)为随机变量(X,Y)关于X和关

于Y的边缘概率密度

 




x

dxdyyxf ),(  





x

dxdyyxf ]),([





dyyxf ),(





dxyxf ),(
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).(),(

.,0

,,6
),(

2

yfxf

xyx
yxf

YX

YX求边缘概率密度

其它

具有联合概率密度和设随机变量



 



解

xy 

2
xy 

O x

y )1,1(yyxfxfX d),()( 





例2

§3.2 边缘分布

由边缘概率密度定义
首先确定积分区域包括
x的范围和y的积分限

 通过 f(x,y)中关于x和y的约束关系求得x的取值

范围，及y的积分区间，即由x2≤y≤x，可推导出

0≤x≤1，y的积分区间是x的函数[x2, x]

 或者画出积分区域，从而确定x和y的范围：
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,10 时或当  xx

.0d),()(  



yyxfxfX

).(6
2

xx 



 


.,0

,10),(6
)(

2

其它
因而得

xxx
xf X

xy 

2
xy 

O x

y )1,1(


x

x
y

2
d6

,10 时当  x

)(xfX

§3.2 边缘分布
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,10 时当  y

xyxfyfY d),()( 





,10 时或当  yy

.0d),()(  



xyxfyfY





 


.,0

,10),(6
)(

其它
得

yyy
yfY

 
y

y
yyx )(6d6

).(6 yy 

xy 

2
xy 

O x

y )1,1(

§3.2 边缘分布
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