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第一章概率论的基本概念

§1.1 随机试验

§1.2 样本空间、随机事件

§1.3 频率与概率

§1.4 等可能概型（古典概型）

§1.5 条件概率

§1.6 独立性
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§1.5 条件概率
 (二) 乘法定理 （条件概率的推论）

 乘法定理：设P(A)>0，则有P(AB)=P(A)P(B|A)

 推广到三个事件的情况：设有A,B,C三个事件，且P(AB)>0，于是：

 P(ABC)=P(A)P(B|A)P(C|AB)

 注意：如果P(AB)>0，则必有P(A)>0及P(B)>0

 推广到更多个的情况

 设A1, A2, … , An为n个事件，n2，且P(A1A2…An－1)>0，则有

 P(A1A2…An)＝P(An|A1A2…An-1)P(An-1|A1A2…An-2)…P(A2|A1)P(A1)

 乘法定理解决积事件的概率问题，可借助排列组合中的乘法定理来理
解概率中的乘法定理

 乘法定理主要解决那些一项任务分多个步骤的情况，把每个步骤的概
率相乘就得到完成该事件的概率
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§1.5 条件概率
 例3：袋中装有r只红球、t只白球，每次从袋中任取一只观察颜色后放

回，再放入a只与所取球同色的球。若连续取球四次，求第一、二次

取到红球且第三、四次取到白球的概率

 解：设A1, A2, A3, A4分别为每次取到红球的事件

 取球时：有次序，放回抽样，有添加

 则要求的概率是一个积事件的概率P(                   )

 而依据取球的顺序及有添加的情况，按乘法公式从A1开始展开

 P(                   )＝P(A1)P(A2|A1)P(                )P(                     )

 ＝

 显然，按以上展开顺序，每一个条件概率均可容易求出
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 例4：设某光学仪器厂制造的透镜，第一次落下时打破的概率为1/2，若
第一次落下未打破而第二次落下打破的概率为7/10，若前两次落下未打
破而第三次落下打破的概率为9/10，试求透镜三次落下而未打破的概率

 解：首先分析一下所求的问题

 设事件A：第一次落下打破；

 事件B：第二次落下打破；

 事件C：第三次落下打破。

 则所求的概率为P(           )

 题设条件为P(A)＝1/2，P(         )＝7/10，P(           )＝9/10

 用乘法定理



 =3/200

 也可以先求 由于这三次打破是两两互不相容的
事件，因此根据有限可加性 进而
由乘法定理展开可得结果

§1.5 条件概率
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§1.5 条件概率
 (三) 全概率公式和贝叶斯公式

 (1) 全概率公式：

 对应排列组合中的加法，完成一项任务有多种可能的并行情况，这些情况的数目的
和就是完成该任务的所有可能情况

 对样本空间适当分解的思想，有利于解决稍微复杂一点的概率问题

 首先看一下关于划分的概念

 定义：设S为试验E的样本空间，B1，B2，…，Bn为E的一组事件。若

 (i) BiBj=Φ，i≠j，i，j＝1，2，…，n；

 (ii) B1∪B2∪…∪Bn=S

 则称B1，B2，…，Bn为S的一个划分。

 ※每次试验，事件B1，B2，…，Bn中有且仅有一个发生

 例：S={1，2，3，4，5，6}则划分正确的是

 B1＝{1，2，3}   B2＝{4，5}     B3＝{6}    √

 B1＝{1，2，3}   B2＝{3，4}     B3＝{5，6} 

B1

B2 Bn

S

…
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§1.5 条件概率
 全概率公式：设E的样本空间为S，A为E的事件，B1，B2，…，Bn

为S的一个划分，且P(Bi)>0（i＝1，2，…，n），则

 P(A)＝P(A|B1)P(B1)+…+ P(A|Bn)P(Bn)=

 证：P(A)＝P(AS)= P(A(B1∪B2∪…∪Bn))  

 由分配率 ＝P(AB1∪AB2∪…∪ABn)

 而对任意的i≠j，i，j＝1，2，…，n，有(ABi)(ABj)= ABiBj=Φ

 由有限可加性 ＝P(AB1)+P(AB2)+ …+ P(ABn)

 又P(Bi)>0，由乘法定理上式展开得

 ＝P(A|B1) P(B1)+P(A|B2) P(B2)+ …+ P(A|Bn) P(Bn)

 在全概率公式中要注意一下几点：

 1）条件P(Bi)>0，划分不能是空集

 2） B1，B2，…，Bn正好覆盖S中的所有元素

 3）在应用上，那些不便直接求某一事件的概

率时，先找到一个合适的划分，再用全概率公式计算
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§1.5 条件概率
 2．贝叶斯(Bayes)公式 (计算后验概率问题)

 事件A的发生，iff构成S划分的事件B1，B2，…，Bn中的一个发生时才发
生，一般在实验之前仅知道Bi的先验概率，那么如果试验后事件A已经发
生了，Bi发生的概率又是多少呢？这种问题我们称他为后验概率问题，有
利于我们查找事件发生的原因。解决此类问题可采用贝叶斯(Bayes)公式

 贝叶斯(Bayes)公式

 设E的样本空间为S，A为E的事件， B1，B2，…，Bn为S的一个划分，且
P(A)>0，P(Bi)>0（i＝1，2，…，n），则

 P(Bi|A)=                        ，i＝1，2，…，n

 证：由条件概率公式P(Bi|A)＝P(BiA)/P(A)，再用乘法定理和全概率公
式对分子分母展开即得所求。

 P(Bi)是以往的数据分析得到的，称为先验概率

 P(Bi|A)是得到信息之后再重新加以修正的概率，叫做后验概率
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§1.5 条件概率
 例6：对以往数据分析结果表明：

 当机器调整良好时， 产品合格率为98％

 当机器发生某一故障时，产品合格率为55％

 每天早上机器开动时，调整良好的概率为95％

 试求：已知某日早上第一件产品是合格产品时，机器调整得良好的概率？

 解：设事件A：产品合格

 事件B：机器调整良好； ：机器出现故障

 由题意：P(B)＝95％，P(   )＝5％

 P(A|B)=98％，P(A|    )=55％

 P(B|A)=                                                       =0.97

 注意：P(B)＝95％是以往的数据分析得到的，称为先验概率

 P(B|A)=0.97是得到信息（第一件产品是合格品）之后再重新加以修正的
概率，叫做后验概率。通过后验概率可以进一步了解机器的情况
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§1.5 条件概率
 例：习题38

 袋中装有m只正品硬币，n只次品硬币，次品硬币系指两面均印有

国徽。

 在袋中任取一只，将它投掷r次，已知每次都得到国徽，问这只硬

币是正品的概率是多少？

 解：由题述这是典型的采用贝叶斯公式的题目

 设：事件A：取到的是正品；事件 ：取到的是次品

 B为r次投掷得到国徽；求P(A|B)

 P(A|B)= 

 ，P(B|   )＝1，P(B|A)＝(1/2)r

 带入得P(A|B)＝
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§1.6 独立性

 在条件概率P(B|A)中，一般情况下，事件A的发生对事件B的发生是有
影响的，即在很多情况下P(B|A)≠P(B)，在有些情况下，这种影响是不
存在的

 即 P(B|A)＝P(B)

 这时P(AB)= P(B|A)P(A)＝P(B)P(A)

 这样的情况用独立性这一概念来描述

 定义设A，B是两事件，如果具有等式

 P(AB)=P(B)P(A)

 则称事件A，B相互独立，简称A，B独立

 例1： 设试验E为“抛甲乙两枚硬币，观察正反面出现的情况”

 设事件A：甲币出现正面； 事件B：乙币出现正面。看一下独立性。

 分析：

 S={HH，HT，TH，TT}； A={HH，HT }  B={ HH，TH }

 ∴P(A)＝1/2   P(B)=1/2    P(AB)=1/4     P(B|A)=1/2     

 ∴P(B)=P(B|A)   P(AB)=P(B)P(A)

事实上，由对称性知，
两次抛币是互不干涉的，
因此甲是否正面和乙是
否正面互不影响
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§1.6 独立性

 独立性的相关性质：

 若P(A)>0，P(B)>0，则A，B相互独立与A，B互不相容不能同时成立

 因为如果互不相容则0＝P(AB)，如果又满足相互独立则P(AB)＝
P(B)P(A)>0。矛盾。

 定理一 设A，B是两事件，且P(A)>0，若A，B相互独立，则P(B|A) 

=P(B)，反之亦然。（由定义可直接证得）

 定理二 若事件A，B相互独立，则下列各对事件也相互独立。

A与 ， 与B， 与

 证：A=A(B∪ )=AB∪A     

 ∴P(A)=P(AB∪A   )= P(AB)+P(A    )

 ∴P(A    )= P(A)－P(AB)＝P(A)－P(B)P(A)＝P(A)(1－P(B))＝P(A)P(    )

 ∴A与 相互独立

 又

 ∴ 与 也相互独立
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§1.6 独立性
 推广：三个事件的情况

 定义：设A，B，C是三个事件，如果满足等式

 则称事件A，B，C相互独立。

 注意：仅满足前三个等式的三个事件称为两两相互独立 见习题33

 当然，如果事件A，B，C相互独立

 则 也相互独立

 推广到多个事件

 一般的，设A1, A2, … , An为n个事件，n2，如果对于其中的任意两个，任
意3个，…，任意n个事件的积事件的概率，都等于各事件概率之积，则称
事件A1, A2, … , An相互独立。

 包含的等式的个数：
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由定义可以得到以下两点推论：
1.若事件A1, A2, … , An相互独立，n2，则其中任意k(2kn)个事件也是相互独立

的。
2.若n个事件A1, A2, … , An(n2)相互独立，则将A1, A2, … , An中任意多个事件换成

他们的对立事件，所得的n个事件仍相互独立

在实际应用
中，对于事
件的独立性
常常根据事
件的实际意
义来判断，
如果两个事
件关联很弱
也可以看作
是独立的。
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§1.6 独立性

 例：甲、乙两人进行乒乓球比赛，每局甲胜的概率为p，
p1/2，对甲而言，采用三局两胜制有利，还是采用五局
三胜制有利？设各局胜负相互独立。

    ,  1,2, ,5i iA i P A p i   解：设 第局甲胜

 A 再设 甲胜
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1 2 1 2 3 1 2 3 1
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本章小结（一）
随机现象 统计规律性

随机试验 1.相同条件下可重复进行；

2.每次试验可能结果不止一个，但可以预知所有可能结果；

3.每次试验前不能预知哪一个结果出现

样本空间
S

随机变量
X

总体
N

(最基本的概念) (单值实值函数) (取自X的全部可能试验观察值)

随机事件

(子集，f，S，基本事件)

随机事件

(子集)

部分个体

(简单随机样本)

事件间的关

系和运算

关系：包含，相等，和事件，积事件，差事件，互不相容，逆事件(对立事件)

描述：元素考察法；韦恩图法

运算：交换律；结合律；分配律；德·摩根律

(映射) (取值)

概率空间(样本空间S, 事件域F, 事件的概率P)
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本章小结（二）

概率的公理化定义

频率的稳定值(伯努利大数定律)

概率的计算

1° 非负性；2° 规范性；3° 可列可加性

1° P(Φ)=0；2° 有限可加性P(A1∪A2∪…∪An)＝P(A1)＋P(A2)＋…＋P(An)；

3° 包含关系 P(B－A)＝P(B)－P(A)，P(B)P(A)；

4° P(A)1；5° P(    )=1－P(A)；

6° 加法公式 P(A∪B)＝P(A)＋P(B)－P(AB)

A

1° 随机变量及其分布

2° 古典概型 至少… ;放回和不放回抽样;超几何分布;抽签问题;生日问题

4° 小概率事件和实际推断原理 参数估计和假设检验等的原理

条件概率

1° 定义 P(B|A)＝
)(

)(

AP

ABP
，P(A)>0，相当于样本空间为SA

2° 乘法定理 设P(A)>0，则有P(AB)=P(A)P(B|A)

3° 全概率公式 (i) BiBj=Φ，i≠j，i，j＝1，2，…，n；

(ii) B1∪B2∪…∪Bn=S
划分

P(A)＝P(A|B1) P(B1)+P(A|B2) P(B2)+ …+ P(A|Bn) P(Bn)

4° 贝叶斯公式 后验概率

P(Bi|A)=                                    ，i＝1，2，…，n
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独立性，n个事件的独立性和两两相互独立

3° 几何概型
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随堂习题

 习题1：设A,B为两个已知事件，

 事件X满足 =B，求X

 习题2：盒中有N只从1到N进行编号的球，现在有放回的

取回n只球，问这n次取球的号码按升序排列的概率是多少？

n  N

 考虑两种情况(i) 严格升序，(ii)非严格升序

 习题3：甲乙丙三人同时对飞机射击，且相互独立

 甲的击中概率为0.4；乙的击中概率为0.5；丙的击中概率为0.7；

 飞机被一人击中而击落的概率0.2; 飞机被二人击中而击落的概率0.6; 飞机

被三人击中而击落的概率1;

 求飞机被击落的概率

AXXA 
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随堂习题

例：设A,B为两个已知事件，

 事件X满足 =B，求X

解：

 利用德摩根率，左边=(AX)(X )

 再利用分配率，左边=X(A )=XS=X

 所以X=B

例 (A-B)∪B=?

AXXA 

A

A
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随堂习题

 例：盒中有N只从1到N进行编号的球，现在有放回的取回n只球，问这n

次取球的号码按升序排列的概率是多少？nN

 考虑两种情况(i) 严格升序，(ii)非严格升序

 解： (i)严格升序 p＝ /Nn

 (ii)非严格升序

 按升序的含义，重复的球是连续出现的，从1到N这N个球按升序排放
后，每取一个球在该球后面放一个标记，如果是重复t次选取就在该
球后放t个标记，这样相当于在N个球后面共插入n个标记。

 这样相当于在N－1个球＋n个标记的N－1＋n个位置上任意选n个位置
作为标记，其余球按升序恰好填满其它位置，1号球总是在第一个位
置上

n

NC

n

nNC 1
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随堂习题

 例：甲乙丙三人同时对飞机射击，且相互独立

 甲的击中概率为0.4；乙的击中概率为0.5；丙的击中概率为0.7；

 飞机被一人击中而击落的概率0.2; 飞机被二人击中而击落的概率0.6; 飞机
被三人击中而击落的概率1;

 求飞机被击落的概率

 解：由题意，令B0，B1，B2，B3分别为无人击中、被一人击中、被两
人击中、被三人击中的事件，则关于三人射击击中情况B0 ，…，B3构
成样本空间的一个划分，事件A为飞机被击落的概率P(A)，则由全概
率公式

 P(A)＝P(A|B0) P(B0)+P(A|B1) P(B1)+P(A|B2) P(B2)+P(A|B3) P(B3)

 现在P(A|B1)＝0.2，P(A|B2)＝0.6，P(A|B1)＝1，只需求P(B1)，P(B2)，P(B3)

 B1=                                                        甲乙丙射击是相互独立的，所以

 P(B1)=P(                                                       )

 =

 同理可求得P(B2)，P(B3)

)()()( 丙乙甲丙乙甲丙乙甲 

)()()( 丙乙甲丙乙甲丙乙甲 

)()()()()()()()()( 丙乙甲丙乙甲丙乙甲 PPPPPPPPP 
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