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§3 随机过程的分类

一.按参数集与状态连续还是离散分类

（1）离散时间离散状态（２）离散时间连续状态

（３）连续时间离散状态（４）连续时间连续状态

三.按是否具有二阶矩来分

四.按增量的性质来分

五.按是否具有马氏性来分

二.按样本轨道连续与否来分



一.按参数集与状态连续还是离散分类

（1）离散时间离散状态

伯努利过程：T=N, S={0,1},设X1，X2，······，Xn ，

······

独立同分布于0-1分布，则称{Xn ，n∈N}为伯努利过
程.

伯努利过程描述了一系列独立同分布的随机试验.

如果令

则称S={Sn , n=0,1,2, … ，}为二项过程.

0, 0

1




SXS

n

k

kn



（2）离散时间连续状态

严高斯白噪声：T=N, S=R,设X1，X2，······，Xn ， ······

独立同分布于N(0,1)分布，则称{Xn ，n∈N}为严高
斯白噪声.

高斯白噪声

具有高斯（正态）分布

均值函数为0

功率谱密度为常数



计数过程 称实随机过程{N(t), t≥0}是计数过程，如
果N(t)表示直到t时刻为止发生的某随机事件数．

性质 ①

② N(t)是非负整数

③

④

, ( ) 0t N t 

0 , ( ) ( )s t N t N s   

0 , ( ) ( )s t N t N s    表示时间间隔

t-s内发生的随机事件数．

（3）连续时间离散状态

Poisson过程 T=R+， S=N



实例

1.电话交换台的呼叫次数
2.放射性裂变的质点数
3.发生故障而不能工作的机器数
4.通过交通路口的车辆数
5.来到某服务窗口的顾客数
………..

以上实例中的呼叫,质点,机器,车辆,顾客等也
统一叫做随机点



若计数过程 {N(t),t≥0} 满足
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相互独立的随机变量序列

称N(t) 是参数为 的Poisson过程.0 



复合poisson过程

定义 设 {N(t),t≥0} 是参数为λ 的Poisson过程,

{Yk.k=1,2,…}是一列独立同分布的随机变量序列, 且与

{N(t),t≥0}独立
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称 {X(t),t≥0}为复合Poisson过程.



（4）连续时间连续状态

高斯过程(正态过程） T=R, S=R

设{X(t), t ∈T }是取实值的S.P. ,若对任意的n≥1

及t1,t2,…,tn∈T,  {X(t1), X(t2), …, X(tn)}是n维正
态 随机变量,

则称S.P. {X(t), t ∈T}为正态过程或高斯过程



注意

(1) 若{X(t),t∈T}是一族正态随机变量, 

但{X(t),t∈T}不一定是正态过程.

(2) 正态过程的有限维分布由其均值函数

与相关函数完全确定.

(3) 正态过程是二阶矩过程.



正态随机变量补充

补充:n维正态随机变量分布及性质
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定义 设 是 维随机变量，

如果其联合概率密度函数为

则称 服从均值向量为 ，

协方差矩阵为 的 维正态分布.记X



设{X(t), t ∈T }是正态过程，则n维特征
函数为：
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定理 设X=( 则

（1） = 服从一维正态分布 是常数

2 ) .X m m n m（） 的（ 个分量服从 维正态分布

3 )m N a C BC

T
n m（）Y=XC(C ),服从 维正态分布 ( C,



称实S.P.{W(t),t≥0}是参数为σ 2的Wiener过程,

如果
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的ＢＭ也称为标准Ｂｒｏｗｎ运动

（４）随机过程Ｗ具有连续的样本轨道

Wiener过程（Brown motion）ＢＭ

相互独立
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二 根据轨道连续与否来分

样本轨道连续的随机过程

样本轨道非连续的随机过程



基本定义
设𝐗 = {𝐗𝐭 𝛚 : 𝐭 ∈ 𝐓} 定义在概率空间(Ω, F, P)上取实值的随

机过程，若对任意的𝐭 ∈ 𝐓， 

1）： 𝐩 𝐥𝐢𝐦𝐬→𝐭 𝐗𝐬 − 𝐗𝐭 = 𝟎 = 𝟏成立，称𝐗𝐭 𝛚 样本轨道连

续； 
 

2） 若对任意的𝛆 > 0, 𝐥𝐢𝐦𝐬→𝐭 𝐩  𝐗𝐬 − 𝐗𝐭 ≥ 𝛆 = 𝟎, 称𝐗𝐭 𝛚 

依概率连续； 
 

3）若𝐥𝐢𝐦𝐬→𝐭 𝐄  𝐗𝐬 − 𝐗𝐭 
𝟐 = 𝟎， 称𝐗𝐭 𝛚 均方连续，记为𝐋𝟐-连

续； 
 

4）若𝐭 ∈ 𝐍, 𝐥𝐢𝐦𝐧→∞ 𝐄  𝐗𝐧 − 𝛏 𝟐 = 𝟎, 则称{𝐗𝐧, 𝐧 = 𝟏, 𝟐, ⋯ }

均方收敛到𝛏； 



例 1：设𝛇 𝛚 和𝛈 𝛚 是定义在同一概率空间上的两个

随机变量，定义随机过程𝐗 = {𝐗𝐭 𝛚 : 𝐭 ≥ 𝟎}为： 

 

𝐗𝐭 𝛚 = 𝛇 𝛚 + 𝐭 𝛈 𝛚  

 

则可以验证 

 

𝐥𝐢𝐦
𝐬→𝐭

 𝐗𝐬(𝛚) − 𝐗𝐭(𝛚) = 𝐥𝐢𝐦
𝐬→𝐭

 (𝐬 − 𝐭)𝛈 𝛚  = 𝟎 

 

故随机过程𝐗𝐭 𝛚 样本轨道连续 
 



二.根据样本轨道是否连续来分





二阶矩过程

定义 若S.P.{X(t),t∈T}是一个复或实值随机
过程，若对任意的t∈T，满足
则称Ｓ.Ｐ.{X(t),t∈T}是二阶矩过程．

三．按二阶矩存在与否非分

注 二阶矩过程的均值函数与相关函数一定存在

可利用均值函数和相关函数讨论二阶矩阵过程
的性质.
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与二阶矩过程有关的不等式

詹森(Jensen’s)不等式

X是随机变量，如果对任意凸函数
满足 则

( )x

[ ( ) ]<+ ,E X 

( (X)) E( (X))E 

柯西—施瓦兹(Cauchy-Schwartz)不等式
2 2 2

( )E XY E X E Y

X,Y是具有二阶矩的随机变量.



定理(二阶矩过程相关函数性质)

设{X(t),t∈T}是二阶矩过程,则相关函数RX(s,t)
有

(1)共轭对称性 RX(s,t)=RX(t,s)

(2)非负定性 对任意 t1,t2,…,tn∈T,任意复数

λ1 ,λ2,…, λn   有
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四.根据增量的性质来分

1.正交增量过程

2.独立增量过程

3.平稳增量过程



1.正交增量过程

定义 设{X(t), t∈T}是二阶矩过程，若对任意的
t1<t2 ≤ t3 < t4∈T

都有
___________________

2 1 4 3[( ( ) ( ) )( ( ) ( ))] 0E X t X t X t X t  

则称S.P. {X(t),t∈T}是一正交增量过程.

注:  这里 <X,Y>=E[XY]可视为内积



2 独立增量过程

设{X(t),t∈T}是一是S.P. 如果对 3n 

1 2 ,nt t t T    

2 1 3 2 1( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( )n nX t X t X t X t X t X t   

是相互独立的随机变量，则称{X(t),t∈T}

是独立增量过程．

以及

有



定理

独立增量过程的有限维分布函数由其一
维分布函数和增量分布函数确定．

证明思路
由于随机变量的分布函数与特征函数一一对应.

只需证
独立增量过程的有限维特征函数由其一维特征
函数和增量特征函数确定．



证明 ,1 21 Ttttn n  及对
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由题意知 Y1,Y2,…,Yn独立
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由Y1Y2,…,Yn的独立性
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如果对于任意 s<t∈T,

X(t)-X(s)的分布仅依赖于t-s，而与s, t本身取
值无关，则称{X(t),t∈T} 为平稳增量过程．

如果S.P.{X(t),t∈T}既是平稳增量过程，又是
独立增量过程，则称{X(t),t∈T} 为平稳独立
增量过程．

3.平稳增量过程



若计数过程 {N(t),t≥0} 满足
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相互独立的随机变量序列

称N(t) 是参数为 的Poisson过程.0 



称实S.P.{W(t),t≥0}是参数为σ 2的Wiener过程,

如果
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Wiener过程（Brown motion）ＢＭ

相互独立

2 1 



四.根据过程的马尔科夫性来分

1.马尔科夫过程

2.非马尔科夫过程

马尔科夫性：在已知过去和现在的条件下，
过程在将来时刻所处的统计特性仅依赖于现
在的状态，而与过去时刻无关。即将来与过
去是独立的。



例1：

独立的r.v.，且都服从正态分布N(0,σ 2),ω是常数．

设S.P. ( ) cos sin ,X t A t B t t R   

试证明 该过程是正态过程，并求它的有限维分布．

,其中A,B为相互
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例2.设随机变量 和 相互独立，其中 服从瑞利分布，

密度函数为

服从[0,2 ]上均匀分布，定义：

为常数

验证随机过程 为正态过程



设随机变量 = cos , = sinR R  

下面证明二维随机变量 服从正态分布

事实上 2 2= + , =arctan ( )R


 




则他们相应的雅克比行列式为
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因此 联合概率密度函数为( , ) 
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设 {W(t),t≥0}是参数为σ2的Wiener过程.  则

2(1) 0, ( ) ~ (0, )t W t N t 

2

2

(2) ( ) 0, ( ) , 0,

( , ) ( , ) min( , ), , , 0

W W

W W

m t D t t t

R s t C s t s t s t





  

  

证明 (1) 由定义,显然成立.

(2)   由(1)易知有
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对s≥0, t ≥0,不妨设 s≤t,则
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例４． Wiener过程是正态过程．

证明设 {W(t),t≥0}是参数为σ2的Wiener过程.

则对任意的n≥1,以及任意的

nttt  210

{W(t1), W(t2), …, W(tn)}是n维随机变量

由Wiener过程的定义知

)()(,),()(),( 1121  nn tWtWtWtWtW  相互独立

分布，服从 ))(0()()( 1

2
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是n维正态随机变量.
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所以 ))(,),(),(( 21 ntWtWtW  是n维正态变量.

所以{W(t),t≥0}是正态过程.



例5: 写出SBM的n维特征函数

不是一般性 ，假设 0 1 20= < < < < nt t t t 定义增量

-1= ( )- ( ), =1,2, , .k k kW t W t k n  因此 1 2, n  
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