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第二节：1）有限维特征函数族

2）随机过程的数字特征



三随机过程的有限维特征函数族
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1.Stieltjes积分

定义设f(x), g(x)是定义在[a,b]上的两个有界函数,  对[a,b] 的任
一划分 a=x0 <x1<…<xn=b, 记 △=max{△xk}

任取ξ k∈[xk-1,xk],k=1,…,n.作和

若极限 存在,且与[a,b]的分法及ξk的取法无关.

则称此极限为f(x)对函数g(x)在[a,b]上的Stieltjes积分.

简称S积分.  也称f(x)对g(x)在[a,b]上S可积.

记



设f(x), g(x)是定义在(-∞,+ ∞)上的两个函数,  若

在任意有限区间[a,b] f(x)对 g(x)在[a,b] S可积,  且
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存在

则称此极限为f(x)对g(x)在无穷区间(-∞,+ ∞)上的

Stieltjes积分.    记



关于Stieltjes积分有如下性质

⑴当g(x)为跳跃函数,且在xi (i=1,2,…)具有跃度pi时有
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⑵当g(x)存在导数g´(x)时,有

(3) 设函数g(x)定义在(-∞,+ ∞)，若积分

存在，则称此积分为g(x)的Fourier-stieltjes积分，记F-S积分



定义设随机变量X的分布函数为F(x),    若
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则X的期望为

并有以下结论



(1)设随机变量X的分布函数为F(x), y=g(x)是连续函数, 若
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则随机变量 Y=g(X)的期望为

)()()( xdFxgYE 







(2)一般设r.v.(X1,…,Xn)的联合分布函数为F(x1,x2,…,xn), 

g(x1,x2,…,xn)为连续函数.  若
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则随机变量Y=g(X1,X2,…,Xn)的数学期望存在. 且
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定义 设随机变量X的分布函数F(x),则称

为随机变量X的特征函数.

2.随机变量的特征函数

其中u为实参变量,        为复随机变量juXe



对任意实数u,有|ejux|=1.故E[ejux]总存在.

(1) 特征函数总是存在的.

关于特征函数的几点说明



(2)特征函数的性质
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ⅲ若Y=aX+b ,a,b为常数,则

( ) ( )jbu
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( )u  在（ ， ）上一致连续.ⅳ



ⅴ若X与Y相互独立,Z=X+Y,则

( ) ( ) ( )Z X Yu u u  

(可推广到n个相互独立随机变量)
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是非负定的.( )uⅵ

即对任意的n, 任意复数Zk, 任意实数uk

(k=1,2,…,n), 有



ⅶ设随机变量X的n阶原点矩(即E[Xk])存在,

则 ( )u 存在k(k≤n)阶导数,且有
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(3)一些重要分布的特征函数

单点分布 P(X=c)=1, c常数. 则
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二项分布 ,C)X(P knkk

n qpk 

k=0,1,…,n.  0<p<1,  q=1-p.
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则特征函数
( )ju ke p



Poisson分布 ,
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k=0,1,2,…, λ >0

则特征函数
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均匀分布 r.v.X～U(a,b],密度函数为

其它
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则特征函数

X( ) E[ ] ( )ju juxu e e f x dx
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正态分布 r.v.X～N(µ, σ2),密度函数为

常数)0(,,,
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则特征函数

X( ) E[ ] ( )ju juxu e e f x dx
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特别X～N(0,1)时
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指数分布

r.v.X服从参数为λ (>0)的指数分布, 概率

密度为
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则特征函数
X( ) E[ ] ( )ju juxu e e f x dx
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(4)随机变量的分布函数与其特征函数
相互唯一确定.



定义(多元特征函数)

设n维随机变量X=(X1,X2,…,Xn)的联合分布函数

为F(x1,x2,…,xn),则称

1 1 2 2( )
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为n维随机变量X的特征函数.

也称多元特征函数



多元特征函数具有与一元特征函数类似的性质

n维随机变量的特征函数与其联合分布函数
是一一对应的



特征函数应用举例:
21. Poisson EX EX DX设X服从参数为 的 分布，求 ， ，

( 1)( )
jueu e 解： 由题意

( 1) 2 2 ( 1)( ) , ( ) ( )
ju juju e ju ju eu j e e u e e e          则

( )(0) EXk k kj 则利用特征函数性质：
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设 相互独立，且
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用特征函数求随机变量Y= X的概率分布
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定义 (随机过程的有限维特征函数族)

设 {Xt,t∈T}是一个S.P. 对于任意固定的

t1,t2,…,tn∈T,  X(t1), X(t2), …, X(tn)是n个

随机变量,称
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为S.P.{Xt,t∈T}的n维特征函数.

(ui ∈R, i=1,2,…,n) 



1 2 1 2{ ( , ,..., , ,..., ), , , 1,2,.., }n n i it t t u u u t T u R i n    

称
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为随机过程的有限维特征函数族



1. 均值函数

E[Xt ]存在,

设X={Xt , t∈T}是一实值随机过程，对任意t∈T,若

 随机过程的数字特征

则称E[Xt ]为随机过程X的 均值函数，记为mX(t)，
即

mX(t)= E[Xt ]， t∈T



2. 方差函数

D[Xt ]=E[Xt -mX(t)]2存在, 

设X={Xt , t∈T}是一实值随机过程，对任意t∈T,若

则称D[Xt ]为随机过程X的方差函数， 记DX(t). 即

DX(t)= E[Xt -mX(t)]2 ，t∈T



3. 协方差函数

Cov(Xs, Xt)=E[Xs-mX(s)][Xt -mX(t)]存在,

设X={Xt , t∈T}是一实值随机过程，对任意s,t∈T,
若

则称Cov(Xs, Xt)为随机过程X的协方差函数.记 CX(s,t).

即

CX(s,t)= E[Xs-mX(s)][Xt -mX(t)]    s,t∈T



4. 相关函数

E[XsXt] 存在, 

显然 mX(t)=0时, CX(s,t)= RX(s,t)

设X={Xt , t∈T}是一实值随机过程，对任意s,t∈T,
若

则称E[XsXt]为随机过程Xt的相关函数. (自相关函数)

记RX(s,t).即

RX(s,t)= E[XsXt]   s,t∈T



5. 均方值函数

E[Xt]
2存在

设X={Xt , t∈T}是一实值随机过程，对任意t∈T,若

则称E[Xt]
2为随机过程X的均方值函数，记为ΦX(t).即

ΦX(t)= E[Xt]
2     t∈T



随机过程的数字特征有如下关系

CX(s,t)=RX(s,t)-mX(s)mX(t)       s,t∈T

DX(t)=CX(t,t)           t∈T

ΦX(t)=RX(t,t)          t∈T 

最关键的数字特征是均值函数与相关函数



本节内容举例

1. 设S.P. X(t)=acos(ωt+Θ). a, ω常数, Θ~U[0, 2π] 

求该过程的均值函数,相关函数,方差函数.
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2. 设S.P. X(t)=Acosωt+Bsinωt   t≥0, ω为常数.

A,B相互独立,同服从正态分布N(0,σ2)

求该过程的数字特征.

解 ( ) [ ( )] 0Xm t E X t t     

( , ) [ ( ) ( )]XR s t E X s X t
2

2

[ ]cos cos

[ ](sin cos cos sin )

[ ]sin sin

E A s t

E AB s t s t

E B s t
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两个随机过程的联合分布和 数字特征

在实际问题中,有时需要同时考虑两个或者
两个以上的随机过程.例如:

一个线性系统的输入信号和输入噪声两者可能
同为随机过程.

同时考虑一个线性系统的随机输入和随机输出
的关系等.



随机过程可推广到

 多维随机过程

定义设{Xt,t∈T}和{Yt,t∈T}是定义 在同一概率空间
(Ω,F,P)上的两个实随机过程.

则称{Xt,Yt, t∈T}是二维随机过程.

 复随机过程

定义 设{Xt,t∈T}和{Yt,t∈T}是定义在同一概率空间
(Ω,F,P)上的两个实随机过程.令

Zt= Xt+jYt t∈T

则称{Zt, t∈T}是复随机过程.



设{Xt,Yt, t∈T}是二维S.P. 对任意s,t∈T，若

则称
E[XsYt]=RX,Y(s,t)

为该二维S.P.的 互相关函数

两个随机过程的数字特征

互相关函数

E[XsYt]存在,



cov(Xs,Yt）=E[(Xs-mX(s))(Yt-mY(t)]存在,

显然有 CXY(s,t)=RXY(s,t)-mX(s)mY(t)

设{Xt,Yt, t∈T}是二维S.P. 对任意s,t∈T，若

则记 cov(Xs,Yt)= CXY(s,t)

称为二维S.P.的互协方差函数



即 设{Xt, t∈T}, {Yt, t∈T}是二个 S.P.若

CXY(s,t)=0 

或 RX,Y(s,t)= mX(s)mY(t) s,t∈T,

则称S.P {Xt, t∈T},与S.P {Yt, t∈T}不相关.

利用互协方差函数可以定义两个过程的相关



设Z={Zt, t∈T}是复随机过程， 对任意t ∈T,称
mZ(t)=E[Zt]

为复随机过程Z的均值函数

称 DZ(t)=D[Zt]

=E| Zt- mZ(t)|2

为复随机过程Z的方差函数

复随机过程的数字特征



称 ΦZ(t)=E|Zt|
2

为复随机过程Z的均方值函数.

对任意的s,t∈T,称

RZ(s,t)=E[ZsZt]

为复随机过程Z的相关函数.

称 CZ(s,t) =cov(Zs，Zt)

=E[(Zs-mz(s))(Zt-mz(t))]

为复随机过程Z的协方差函数.



由以上定义可得

(1) mZ(t)=mX(t)+jmY(t)            t∈T

(2) DZ(t)= DX(t)+DY(t)             t∈T 

(3) CX(s,t)=RZ(s,t)-mZ(s)mZ(t)   s,t∈T



举例
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 设 其中ω 0为正常数, n为

固定正整数, nnXXX  ,,,,,,, 2121  是相互独立

的实随机变量,且 ,,0 2

kkk DXEX  Φk～U[0,2π],

计算随机过程Z={Zt ,t∈R}的均值函数和相关函数.         

k=1,2,…,n.
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设 其中ω 0为正常数, n为

固定正整数, nnXXX  ,,,,,,, 2121  是相互独立

的实随机变量,且 ,,0 2

kkk DXEX  Φk～U[0,2π],

求S.P.{Z(t),t∈R}的均值函数和相关函数.

k=1,2,…,n.
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