第二章 静电场
1.一个半径为R的电解质球，极化强度为
[image: image352.emf]，电容率
[image: image2.wmf]e

，

（1）计算束缚电荷的体密度和面密度；

（2）计算球外电荷的体密度；

（3）计算球外和球内的电势；

（4）求该带电介质产生的静电场总能量。

解；（1）
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,且球外无极化电荷
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（3）对于球外电场，由高斯定理可得
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同理可得球内的电场为
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（4）由题意得；球外有
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  球内有
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2. 在均匀外电场中放置半径为
[image: image21.wmf]0

R

的导体球，使用分离变量法求下列两种情况的电势1）导体球上接有电池，求与地保持电势差
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； 2）导体球上带总电荷Q。

解：（1）以球心为圆点，以外电场
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方向建立球坐标系，本题的定解问题为
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由于此问题具有轴对称,从(1)得通解
            
[image: image25.wmf]n

n

nn

n+1

n0

b

(aR)Pcos

R

jq

¥

=

=+

å

（

）

 (R
[image: image26.wmf]0

R)

³


由
[image: image27.wmf]R

j

®¥

=
[image: image28.wmf]00

ERcos

jq

-

得

[image: image29.wmf]00

cos

ER

jq

-

=
[image: image30.wmf]01nn

n2

cos(cos)

n

aaRaRP

qq

¥

=

++

å


故
[image: image31.wmf]00

a

j

=

， 
[image: image32.wmf]10

E

a

=-

 ，
[image: image33.wmf]n

0(n0,1)

a

=¹

 
                
[image: image34.wmf]\



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image35.wmf]00

ERcos

jjq

=-

+
[image: image36.wmf]n

n

n+1

n0

b

P(cos)

R

q

¥

=

å

（R
[image: image37.wmf]0

R

³

）
由
[image: image38.wmf]0

R=R0

j

=F

得

[image: image39.wmf]0

n

000n0

n+1

0

0

b

=ERcos

θ

P(cos)

R

RR

n

jjq

¥

=

=

+=F

å

-



[image: image40.wmf]n

n00000000

n+1

n=0

0

b

PERcosb()R

R

jqj

¥

=F-+Þ=F-

å

  

[image: image41.wmf]3

100

bER

=

    
[image: image42.wmf]n

b0(n0,1)

=¹



[image: image43.wmf]3

00000

000

2

()RER

=ERcos+cos(RR)

RR

j

jjqq

F-

-+>


(2) 建立同样的坐标系；定解问题为： 
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重复第一问的过程，得到
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 由条件（4）得到    
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代入上式代替
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3.均匀介质球的中心置一点电荷
[image: image60.wmf]f

Q

，球的电容率
[image: image61.wmf]e

,球外为真空，试用分离变量法求空间电势，把结果与用高斯定理结果相比较。

解：解法一：（高斯定理）

由电荷分布的对称性，由高斯定理可得
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解法二：（分离变量法）由题意得定解问题
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由（1）（2）解得
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由（3）（4）解得
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由（5）（6）解得
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对（7）(8)式，
当n=0时
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当n=1时
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4. 均匀带电体（电容率
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1）的中心置一电偶极子
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由题意得定解条件                                         
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由（1）（2）解得
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由（3）（4）解得
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对n>1时解得
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球面上的极化电荷密度
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球面上无自由电荷，故
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5. 空心带电体球壳内外半径为R1和R2，球中心置一偶极子
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将上式代入
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6.在均匀外电场
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中置入一带电自由电荷
[image: image136.wmf]f

r

的绝缘介质球（电容率
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），求空间各点的电势。

解：自由电荷
[image: image138.wmf]f

r

的电场与外电场使介质球发生极化，从而在介质球内和表面出现极化电荷分布
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满足拉普拉斯方程。
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可以由高斯定理计算。

球内以球心为原点，以外电场方向为z轴建立球坐标系，设球的半径为
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由于已经假定介质球内的
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为常数，它的场及其引起的极化电荷产生的场都有球对称性，由高斯定理，
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这样方程的（1）（2）的通解可写为


[image: image151.wmf](

)

22

2

0

0

10110

1

0

0

=()

63

f

f

n

n

nn

n

n

RR

R

b

aRpRR

R

r

r

jjj

ee

¥

+

=

-

¢

+=+++<

å

（

）



[image: image152.wmf]3

0

20220

1

0

0

=()

3

f

n

n

nn

n

n

R

d

cRpRR

RR

r

jjj

e

¥

+

=

¢

+=++>

å

（

）


将上两式带入（3-6）解得

当n=1时
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7.在一个很大的电介质槽中，充满电导率为
[image: image162.wmf]s

2的液体，使其中流着均匀的电流
[image: image163.wmf]0

f

J

r

，今在液体中置一电导率为
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所以上分析得定解问题
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由（1）（2）解得
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由（3）（4）解得
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由（5）（6）解得
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由（7）（8）解得         
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8．半径为
[image: image210.wmf]0

R

的导体球外充满均匀绝缘介质
[image: image211.wmf]e

，导体球接地。离球心为a处（a>R
[image: image212.wmf]0

） 

置一点电荷Q
[image: image213.wmf]f

，试用分离变量法求空间各点电势，证明所得结果与镜像法结果相同。
解：解法一分离变量法，选球心为原点，球心Q
[image: image214.wmf]f

的连线方向为z轴，设球外的电势为
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，由题意得定解条件：
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由电势的对称性，电势的解可写为
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其中，r是
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到场点p的距离。将其代入（2）则有
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代入（4），并利用（2）可确定出系数
[image: image222.wmf]21

0

1

4

n

f

n

n

QR

b

a

pe

+

+

=-

。
                     
[image: image223.wmf](

)

21

0

0

11

0

cos()

44

n

ff

n

nn

n

QQR

PRR

raR

jq

pepe

+

¥

++

=

\=->

å


 解法二（由镜像法解题）：

以假想的像电荷代替导体球与介质分界面的感应电荷及极化电荷的贡献，像电荷置于球内z=b处，电荷量为
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，于是球外任意一点的电势可写为
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image232.wmf]
9．接地的空心导体球的内外半径为
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,在球内离球心为a(
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解:设B处有电荷
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来代替球壳上感应电荷，在球内产生的场
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由于求敲及球外电场为零，感应电荷只能分布于内表面，因为
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10上题的导体球壳不接地，而是带总电荷
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或使其优电势
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是何关系

解：由上题可知若在球外放置电荷
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，则球面上电势为零若在球心上放置
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则球壳电势由零变为
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由球为等势体，球外电势为球对称分布有高斯定理
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求内电势升高
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若球有确定电势
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当
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两情况的解相等。
11．在接地得到体平面上，有一半径为a的半球凸部，半球的球心在平面上，点电荷Q位于系统的对称轴上并与平面相距为b(b>a) 试用电像法求空间电势

   解：选取像电荷-Q放在（0，0，b）处使导体平面电势为零然后选取
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和
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像电荷，使之与Q和-Q所成的电势在球面为零，由9题结果得
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则上半空间的电势就是这四种电荷所产生的电势的叠加
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    12。有一点电荷Q位于两个相互垂直的接地导体平面所围成的直角空间内，它到两个平面的距离为a和b，求空间电势
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解：像电荷选取如图：
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13．设有两平面围成的直角形无穷容器，其内充满电导率为
[image: image268.wmf]s

的液体，取该两平面为XZ和YZ，在(
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解：设容器两边界分别为x=o和y=o平面作一包围正电极的高斯面，有
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同理在负电极上
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对于以平面为保证
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在x>0。Y>0空间上电势就是这8个电荷产生的电势叠加
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14．画出函数
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的图，说明
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是一个位于原点的偶极子的电荷密度

解：处于原点的偶极子可以表示为
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15．证明：
（1)
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16.一块极化介质的极化矢量为
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另外，根据极化电荷公式
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极化介质所产生的电势由可表示为 
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证明以上两表达式是等同的

证明：
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17．证明下述结果，并熟悉面电荷和面偶极层两侧电势和电场的变化
（1）在面电荷两侧。电势法向微商有越变，而电势是连续的
（2）在面偶极层两侧电势有越变
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 而电势的法相微商是连续的

解：对面电荷作高斯面有
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跨过面电荷取微小路经
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电势法向微商有越变


[image: image313.wmf]21

212112211

2

n

n

EdlEdldldl

nn

djdj

jjee

dd

-=+=--

òòòò

 

两边取极限
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右边第一项
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（2）对面电荷作高斯面，有
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由图，显然有

[image: image320.wmf]21

El

jj

=+×



[image: image321.wmf]000

ff

l

pn

EEl

ss

eee

=\==

urr

g

Q

  

[image: image322.wmf]\


[image: image323.wmf]21

0

1

np

jj

e

-=

rur

g


18．一半径为
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的球面，在球坐标
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    解：由题意得定解问题
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[image: image332.wmf]12

0

l

l

n

Arp

j

¥

=

=

å

   

[image: image333.wmf]2

1

0

l

l

l

n

B

p

r

j

¥

+

=

=

å


对（5）用泰勒多项是展开
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当l为偶数时

                      C2 = 0

当l为奇数时
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同理
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19 上题能用格林函数方法求解吗?结果如何？

解：球外空间各林函数
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