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多体系统 Euler-Lagrange方程组
的一类新数值分析方法

*

杨东武  段宝岩  狄杰建
(西安电子科技大学  西安  710071)

摘要:针对受完整约束的多体系统,首先指出其动力学 Euler-Lagrange方程组是高指标( index> 2)

的微分代数方程组; 不同于传统的直接增广法和直接消去法,文中提出了一类将微分代数方程直接

视为非线性代数方程组求解的新的数值分析方法;最后,以典型的单摆模型为例给出了新算法与其

他方法的比较, 结果表明新算法优于 BDF 方法及违约修正方法。
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1  引  言

近年来国内外对微分代数方程的数值积分方法

研究较多, 较为成熟的数值方法有 BDF 方法[ 1] 和

Runge-Kut ta方法
[ 2-3]
。这些方法主要用于求解低

指标问题,对于高指标微分代数方程,如多体系统动

力学中的 Euler-Lagrange 方程, 其求解方法的研究

主要集中在 Euler-Lagr ange 方程的数值积分方法

的设计、系统相关约束的处理及约束违约修正等问

题上[ 4] ,其数值方法宏观上可分为:不完全增广法或

称简单的直接增广方法、直接消去法、完全增广方

法、罚函数方法等。其中,直接增广法以系统动力学

方程与加速度级的约束方程为算法设计的出发点,

简便易用,但是,该方法导致位移和速度级约束方程

的违约;直接消去法以系统约束流形上的常微分方

程为出发点,其核心工作是在积分的每一步确定出

约束空间,即约束方程 Jacobian 矩阵零空间中的一

组独立基矢量, 从而选择在这组基上的分量作为独

立坐标进行数值积分, 这种方法尽管数值稳定性较

好,但是其计算效率较低, 而且编程较为复杂, 不易

于实现。鉴于此, 针对多体系统动力学 Euler- La-

gr ange 方程, 本文提出了一种新的求解微分代数方

程的数值分析方法。新算法将微分代数方程组视为

非线性代数方程组来求解, 思路清晰,易于编程, 且

数值求解精度较高。文末, 以典型的单摆模型( in-

dex= 3)为例给出了新算法的数值结果, 并与文献

[ 5]中的约束误差小扰动自我稳定方法及较为通用

的求解低指标问题的 BDF 方法进行了比较。

2  微分代数方程组的基本概念

定义 1

对于一阶微分系统

F(x( t) , x( t) , t) = 0 (1)

其中 F I R
m
,x( t ) I R

m
, x( t) I R

m。如果 Fx 非奇

异,则式(1) 可等价于

x( t ) = f ( x( t) , t) (2)

称式(1) 为隐式 ODE系统,而式( 2) 为显式 ODE系

统。如果 Fx 奇异,则称式(1) 为 DAE系统。

定义 2
[ 6]

对于线性 DAE系统
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Ax ( t ) + Bx( t) = q( t) ( 3)

将该方程组或其部分方程对时间 t求导, 以便将该

系统化为式(2) 的形式, 其中所需的最小的求导次

数 k 称为该 DAE系统的指标数。

考虑 受完整 约束 多体系 统动力 学方 程

(DAEs)
[ 7]

M(q)&q + G
T
q (q, t) K= F(q,q, t) (4a)

G( q, t ) = 0 (4b)

其中: t为时间,M I R
n@ n
为系统广义质量矩阵; q I

R
n 为系统广义坐标向量; K I R

m 为 Lagr ange 乘子

向量; G I R
m
是由m 个约束函数构成的向量; Gq =

5G/5q为G关于q的 Jacobian矩阵; F(q,q, t) 为系统

广义力向量。方程组(4) 称为多体系统动力学第二

类数学模型或Euler-Lagr ange方程组。一般情况下,

系统方程中不显含时间, 且系统质量矩阵 M正定,

于是式(4) 可化为如下形式

q = v = f 1( v)

v = M
- 1

( q) [F( q, v) - G
T
q ( q) K] = f 2( v, q,K)

0 = G(q)

(5a)

(5b)

(5c)

进一步, 结合上式中的变量关系可得到如下微

分关系式

Gq( q)q = Gq( q) f 1( v) = h( q, v) = 0 ( 6)

hq( q, v)q + hv ( q, v)v =

hq( q, v) f 1 ( v) + hv ( q, v) f 2 ( v, q, K) =

ĥ( q, v, K) = 0 ( 7)

ĥq( q, v, K)q + ĥv( q, v,K)v+ ĥK( q, v, K)K= 0 ( 8)

注意到, 当系统的约束方程中不存在相关约束

时,式(8) 中的 ĥK( q, v,K) 通常为非奇异矩阵,因此,

式(4) 可最终转化为如下形式

q = v = f 1( v)              (9a)

v = M
- 1

( q) [F( q, v) - G
T
q (q) K] = f 2( v , q,K) (9b)

K= - ĥ
- 1
K (q, v, K) [ ĥq (q, v, K)q+ ĥv ( q, v, K)v]

 = f 3( v, q) (9c)

结合以上有关微分指标的定义得知, 一般情况

下方程组(4) 的指标数为 3。

3 微分代数方程组的数值分析方法

为讨论方便,总是假定式(4) 满足以下条件 [ 7]。

①  G, M, F足够光滑。

②  M为对称正定矩阵。

③  Gq 为行满秩矩阵。

④  系统初值满足相容性条件。
传统的数值求解方法是将式(4) 转化为纯微分

方程来求解[ 4]
,比如在直接增广法中

&q( I 0)
M  G

T
q

Gq  0

- 1
F

C
(11)

其中 I是单位矩阵,C( q,q, t ) = - (Gqq) qq - 2Gqtq -

Gtt。而在直接消去法中, 则首先要求出 Gq 零空间中

的一组基 V, 然后有

&q =
V

T
M

Gq

- 1
V

T
F

C
(12)

  很显然,直接增广法与直接消去法都是用加速

度级的约束条件

&G = Gq&q + (Gqq) qq + 2Gqtq + Gtt (13)

代替位移(完整) 约束条件式( 4b) ,并与式( 4a) 联立

而生成的数值方法。这种思路,在理论上得到了与原

动力学控制方程组(4) 同解的方程(11) 或式( 12) ,

但在数值求解过程中, 由于误差干扰,它们不可能同

解,于是人们提出了各种违约修正方法 [ 4]
, 如文献

[ 5] 中的约束误差小扰动自我稳定方法就是其中的

一例。但一般的违约修正方法无疑会影响原动力学

方程的平衡性,从而使所求得的系统响应偏离真实

值;利用零空间方法求解时,违约修正及积分方法的

设计又过于复杂, 不易于实现。

实际上不妨直接考虑系统在每一步积分当中的

已知条件及求解目标, 即在时间 tn = t0 + nh 时,假

设相应的qk、qk 和 Kk( k [ n) 为已知条件,需要计算

下一时刻 tn+ 1对应的状态变量qn+ 1、qn+ 1和 Kn+ 1。注意

到在以上的初值条件式(10) 下,微分 / 代数方程(4)

的解唯一[ 7]
, 同时, 对于给定的 K*n+ 1 ,式(4a) 变为普

通的纯微分方程, 若数值积分方法及积分步长 h给

定,则通过积分可以得到下一时刻的状态变量 q
*
n+ 1、

q
*
n+ 1值,换句话说,可以把 q

*
n+ 1、q

*
n+ 1 看作是 K

*
n+ 1 的函

数,即就是

q*
n+ 1 = U( K*n+ 1) (14)

q
*
n+ 1 = W( K*n+ 1 ) (15)

考虑到约束函数 G(q, t) 又是 q
*
n+ 1 的函数, 再将式

(14) 代入式(4b) 便有

G
*

= G(q
*
n+ 1 , t n+ 1) = G( W(K*n+ 1) , t n+ 1) = 0 (16)

考虑到 t n+ 1 此时为常量,因此, 上式又可记为

G
*

= Ĝ(K
*
n+ 1) = 0 (17)

式(17) 表明完整约束式(4b) 实际上仅仅是 K
*
n+ 1 的

隐函数,因此,求解微分代数方程(4) 的过程实际上

就是求解非线性方程组

Ĝ( K
*
n+ 1) = 0 (18)

的过程。方程组(18) 的解则正是所求的对应于 tn+ 1

时刻的拉格朗日乘子 Kn+ 1 的值。结合求解非线性方

27第 1 期             杨东武,等:多体系统 Euler-Lagrange方程组的一类新数值分析方法



程组的拟 New ton迭代法可构造求解形如式(4) 的

微分代数方程组的新算法如下

取计算步长为 h, 设当前状态为 t = tn , q= qn ,q

=qn和K= Kn , 如果仅对微分代数方程积分一步, 则

其求解步骤如下。

步骤 1: 利用求解非线性方程组的较为常用的

B-F-S( Broyden-Fletcher-Shanno) 秩 2算法求 Kn+ 1 ,

具体迭代公式如下[ 8]

K( k+ 1
) n+ 1 = K( k)n+ 1 - BkĜ( K( k)n+ 1) ,

pk = K( k+ 1)
n+ 1 - K( k)n+ 1 ,

qk = Ĝ( K
( k+ 1)
n+ 1 ) - Ĝ( K

( k)
n+ 1)

Lk = 1 +
q
T
kB kqk

p
T
kqk

,

Bk+ 1 = Bk +
Lkp kp

T
k - Bkqkp

T
k - pkq

T
kB k

p
T
kqk

(19)

其中,K( 0)n+ 1 = Kn , B0 可通过以下方法求取: 首先取

B
( 1)

= I , K
( 1)
= Kn , p

( j )
= K

( j+ 1)
- K

( j )
= Dj ej , Dj 为较

小的实数, j = 1, 2, ,, m。按以下过程产生 B0

q
( j )

= Ĝ( K( j+ 1)
) - Ĝ( K( j ) ) ,

L
( j )

= 1+
q
( j ) T

B
( j )

q
( j )

p
( j ) T

q
( j )

,

B
( j+ 1)

= B
( j )
+

L
( j )

p
( j )

p
( j ) T

- B
( j )

q
( j )

p
( j ) T

- p
( j )

q
( j ) T

B
( j )

p
( j ) T

q
( j ) ,

( j = 1, 2, ,, m) (20)

当 j = m 时,令 B0 = B
( m+ 1)

,这时 B0 即为非线性方

程组的雅可比矩阵的逆矩阵 DĜ( Kn)
- 1
的近似。

步骤 2: 将步骤 1中所得到的 Kn+ 1 代入式( 4a) ,

则可得到以下方程

&q = F̂( q,q) (21)

其中

F̂( q,q) = M
- 1
(F( q,q, tn+ 1) - G

T
qKn+ 1) (22)

方程的初值条件为

q = qn ,  q = qn (23)

微分方程式(21) 降阶后,采用通用的数值积分方法

求解即可得到 qn+ 1、qn+ 1。至此, 便实现了对方程式

(4) 积分一步。值得注意的是:第一, 步骤2实际上是

求解步骤1中 Ĝ( Kkn+ 1) 的过程的一部分,在实际编程

中,考虑到步骤 1迭代结束时 q
*
n+ 1、q

*
n+ 1 恰好就是所

要求的 qn+ 1、qn+ 1 , 步骤 2可以省略; 第二, 以上求解

非线性方程组的过程可以看作是一个最优化过程,

即寻求min( | Ĝ(Kn+ 1) | ) 在 Kn附近的最优解,同时,

求解微分方程组式( 21) 的积分方法可以根据微分

方程的性质决定,如果是刚性微分方程组,则应该选

取求解刚性方程组较为有效的积分方法, 因此, 以上

所提出的新算法实际上是一类方法体, 而本文给出

的算法也只是其中的一例。

4  数值算例

测试一个微分代数系统算法的好坏, 有一个较

流行的标准就是用这个算法去解指标为 3的单摆模

型,其 Euler-Lagrange动力学控制方程如下

m  0

0  m

&x

&y
+

2x

2y
K=

0

- mg
(24a)

x
2
+ y

2
- l

2
= 0 (24b)

该模型为 Fo rt ran Pow erstat ion 4. 0 中库函数

DA SPG/ DDASPG ( Sing le/ Double prec-i sion) 的一

个示例模型。显然,该模型满足讨论式( 4) 时的假设

条件。由库函数的算法说明可知, DASPG/ DDA

SPG 采用了较为成熟的 Pelzold-Gear BDF 方法编

写。为方便结果比较,系统参数及初值条件仍然与该

示例中相同,即

单摆质量m = 44. 452050kg ;  时间 t0 = 0;  质心
位移, x (0) = 1. 98120m, y (0) = 0m;  质心速度

x ( 0) = 0,y (0) = 0。

在以上初值条件下,针对微分代数系统式( 24) ,

下面采用以下三种算法分别对其进行数值仿真并将

仿真结果进行比较。

1)  BDF 方法

考虑到函数 DASPG/ DDASPG只能求解指标 0

或 1问题,必须降低系统的指标。为此, 将完整约束式

(24b) 微分两次后并结合(24a) 改写成如下形式

m(x
2
+ y

2
) - myg - 2l

2
K= 0 (25)

联立式(24a) 与式(25) ,并令 y 1 = x ,  y 2 = y ,  y3

= x ,  y 4 = y ,  y5 = K,得到
g1 = y 3 - y 1 = 0

g2 = y 4 - y 2 = 0

g3 = - 2y 1y 5 - my 3 = 0

g4 = - 2y 2y 5 - mg - my 4 = 0

g5 = m( y
2
3 + y

2
4) - mg y 2 - 2l2 y 5 = 0

(26)

微分代数系统式( 26) 指标为 1,且与式(24) 完全等

价,可用函数 DDASPG直接求解。

2)  约束误差小扰动自我稳定方法(违约修正法)

根据文献[ 5] ,通过对完整约束式(24b) 微分及

求偏导后容易得到自我稳定的系统方程式

m 0 2x

0 m 2y

2x 2y 0

&x

&y
K

=

0

- mg

C

(27)
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其中 C= - 2(x 2
+ y 2) - ( 4/ h) ( xx + yy ) -

(2/ h2
) ( x

2
+ y

2
- l

2
) (28)

注意到式(21) 与以下方程等价

&x
&y

= [ I 0]

m 0 2x

0 m 2y

2x 2y 0

- 1
0

- mg

C

(29)

对式(29) 降阶后直接应用Runge-Kut ta法便可求解

出系统的响应。

3)  新算法

如前所述, 不需要对式( 24) 中的微分代数系统

作任何处理即可应用新算法(此处的数值积分方法

选取四阶龙格库塔法) 对其进行数值仿真。

取步长 h = 01 01,以上三种算法所得到的系统
响应及误差比较情况如图 1 ~ 图 4所示。

为简便起见, 文中给出的只是系统中部分变量

的响应曲线或其局部放大图。不难看出,三种算法所

得到的结果基本一致(见图 1) , 但违约修正法(或称

误差小扰动自我稳定方法) 与新算法及BDF 方法相

比,违约程度最大(见图 4) , 且其仿真结果与其他两

种方法相比有所失真。另外,新算法中的约束违约不

随系统的动力学特性而浮动(见图 4) , 而且违约程

度最小,因此,新算法优于其他两种方法。

图 1  速度的响应曲线

5 结 束 语

1)  针对多体系统动力学 Euler-Lagrange 方程形

式,本文提出了一类不需要考虑系统指标的处理微

分代数方程组的数值分析方法, 在多体系统动力学

分析当中, 新算法要比 BDF 方法及约束稳定方法更

易于使用。

2)  新算法的求解精度要比 BDF 方法及约束违约

图 2  速度响应的局部放大图

图 3  位移响应的局部放大图

图 4  完整约束违约情况

修正方法好。

3)  本文方法亦适用于受非完整约束的微分代数系
统的数值分析。
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New Algorithm for Solving Euler-Lagrange

Equations of Multibody System Dynamics

Yang Dongw u  Duan Baoyan  Di J iej ian
( School of Elect romechanical Engineerin g, Xidian U nivers ity, Xi. an 710071, Ch ina)

Abstract: For a mult ibody system w ith holonom ic const rains, the Euler-Lag r ange dynam ic equations of

the system are characterized as a set of dif ferent ia-l alg ebraic ones w ith an index larg er than 2, the co rre-

sponding algo rithm is adopted, w here the dif ferentia-l alg ebraic equat ions are t reated dir ect ly as a set of

nonlinear algebr aic equations to dif fer from the tr aditional alg orithms, such as const raint regularizat ion

method and const raint reduction method. A comparat ive simulat ion for typical pendulum indicates that the

proposed method outperforms BDF method and const raint stabilizat ion method.

Keyword: multibody sy stem dynamics, di f f erent ial-algebr aic equations , dif f er ential ind ex .

Casting Microporosity Growth Simulation in

Single-Crystal Superalloys

Wan j iansong  L v z henz hou  Yue z huf eng
( Northw estern Polytechnical University, Xi. an 710072, China)

Abstract: Finite element analysis is employed to invest ig ate cast ing micropor osity behavior in nicke-l base

single-crystal superallo ys. Based on f inite deformat ion rate-dependent cry stallog raphic const itut ive equa-

t ion, the g row th simulation of casting m icroporosity in a unit cell model is carried out w ithin a range of pa-

r ameters including deviat ion o rientat ion, type o f dif ferent slip systems act iv ated. T he results show that the

deviation orientation exerts r emar kable effects on the gr ow th behavior and volume fract ion o f cast ing m-i

croporosity, but the shape t ransform of cast ing microporosity is slightly af fected. To ensure the perform-

ing safety of the sing le-crystal super al loy components, it is necessary to control the deviation or ientat ion

w hich may lead to the obv ious change of cast ing microporosity volume during deformation. Similarily, it is

impo rtant to determ ine the oper at ive slip sy stems type associated w ith Schmid Factor and loading orienta-

t ion to evaluate accur ately the hot spot life.

Keywords: casting microp or osity , single-cr y stal sup eralloy , cr y stallogr aphic consti tut ive equat ion, unit

cel l model .

Investigation to Dynamic Interference on High-Rise Buildings

by Integral of Instantaneous Pressure

X ing Yuf an  N i Zhenhua  X ie Zhuangning
(Department of Civil En gineering, Shantou U niver sity, S hantou 515063, C hina)

Abstract: An alternat ive approach to invest igate the w ind- induced interference on building s w as presented

via measuring and integrat ing instantaneous w ind pressures dist ributed on the r ig id model sur face in w ind
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