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11 月 17 日 

积分“功夫”在“诗”外 
 
在文学圈内，有一句行话称“功夫在诗外”，说的意思无非是

劝导人们要打好各种基础，否则很难有好诗呈现。 
前面已经谈过，实积分和复积分走得是完全不同的两条道：

实积分是牛顿—莱布尼茨公式，而复积分则是“围网捕鱼”——

寻找被积函数 ( )zf 的 Laurent 级数中负一次方系数 1−C 。复留数在

实积分中的应用恰好就是在某些特定情况下要使它们统一起来。 

我们将以实积分 ∫
∞

∞− + 21 x
dx

为例做出说明。对于原来做法有 

π==
+

∞

∞−

−∞

∞−∫ )(tan
1

1
2 x

x
dx  

现在再来说明把它转化为复积分的具体做法。 
1、把原积分放到扩展的复平面 z，积分域依然在实轴； 

2、构成 ( )∞∞− , 的复上半平面“围网”； 

3、这时，积分值将取决于“网”中 i 点的“源”（留数），有 

( ) ( )( ) πππ =







−+

−=




+ → iziz

izii
z

i
iz

1lim2,
1

1Res2 2  

结果完全一致，但思路却完全不同。 

o x

y

21
1
x+

o x

y

21
1
x+

把积分放到z平面

o x

y

o x

y

“围网捕鱼”

21
1
z+

i

∞∞−

实积分的留数做法
     

 
    实积分的留数做法使我们大吃一惊，也大开眼界。原来积分

的“源”在域外，积分“功夫”在“诗”外。 



 

 

11 月 18 日 

从正弦积分谈起 

 
在《留数应用（II）》这一节，我们讨论了采用复闭路积分解

决十分困难的正弦积分 

2
sin

0

π
=∫

∞
dx

x
x  

对应如下图形 

-R R-r r

rC−

RC

y

x

 
利用 Cauchy-Goursat 定理，很容易得到 

0sin2 ≡−∫ πidx
x

xi
R

r
 

有同学提出一个尖锐的问题： rC− 把 0 点绕开了， ∫
R

r
积分

没有包含 0. 
问题提的对不对呢？对的！ 

∫
R

r
dx

x
xsin

积分限中确实没有包含 0。 

但是，实积分有一重要性质：在定积分的区间中“扣掉”若

干离散点，或者加上（但不是重叠）点，积分中只要被积函数在

这些点上不发散，则积分值不变。 
这正是积分中积字的深刻含义：对积分要有贡献，除了被积



 

 

函数 ( )xf ，还必须有有限区间，点没有贡献。 

尽管 ∫
∞

r
dx

x
xsin

中没有 0 点，我们可以把 0 点加上去。注意到

1sinlim
0

=
→ x

x
x

不发散。积分依旧为 

2
sin

0

π
=∫

∞
dx

x
x  

x
xsin

x
0

1

1sin

0

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
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=xx
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